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Beispiel 1, Urlaubsfahrt planen:
gegeben: eine Landkarte + Start + Ziel +
~Wohlfuhlfunktion®, Gutekriterium, Zielfunktion
gesucht : Entscheidung fur eine der moglichen Routen,
abhangig von der Wohlfuhlfunktion
- moglichst schnell?
- moglichst wenig Energie verbrauchen?
- schonen Weg wahlen?
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Beispiel 2, Produktion planen:
gegeben: eine Produktionsanlage, zwei mogliche Guter (Gut 1 und Gut 2)

Bedingungen: (Nebenbedingungen, Beschrankungen, Restriktionen)
« Zielfunktion: maximiere Gewinn; Gewinne g; pro ME von Gut j = 1,2 bekannt.
 Guter konkurrieren um Rohstoffe
« verfugbare Menge Rohstoffi: b, j = 1,2,3
 bendtigte Menge Rohstoff i fur Produktion einer ME von Gut j gegeben durch Matrix
g;(1=1,2,3;j=1,2)

gesucht : optimaler Produktionsplan. Hier: Entscheide, wieviel Gut 1 und wieviel
Gut 2 produziert werden soll;

Gut 1: x, ME
g, Gewinn/ME

v

Rohstoff 1

v

Rohstoff 2

Rohstoff 3 \ Gut2: x, ME

g, Gewinn/ME

v




Beispiel 3: Futtermischung
gegeben:

B Sojamehl B Mais O Anforderung

60
56% Futter €/ kg
50
Sojamenl 0,90
: 30% Mais 0,30

30

ol 17%

Mindestmenge Futter / Tag

Anteil im Futterin %

800 kg

14%
10 I
4%
0 -

Ballaststoffe (max) Protein (min)
Futterbestandteile

T

gesucht: Mischung, die die Nebenbedingungen erfullt und
minimale Kosten verursacht.



Formulierung mit Hilfe von Ungleichungen
= ein sogenannte Lineare Optimierungsmodell

min 0,9 z,+ 0,3

wm
so dass x, + x, > 800
0,17 =z, 4+ 0,04 =z < 0,14(z,+ =z, )
0,56 z,+0,13 =« > 0,30(z,+ x,)
T, x, =2 0
wobei: x_, —Menge an Sojamehl in kg

x,. —Menge an Mais in kg

z, und z_ heilen Entscheidungsvariablen

S

(a), (b),(c) Nebenbedingungen
(z) Zielfunktion

(a)
(b)



z, + T, > 800 (@)
0,17 x,+0,04 =z < 0,14(z, + =,,) (b)
0,56 z,+0,13 = > 0,30(z, + =z,) (c)
min 0,9 =z, + 0,3z
m Graphische Losung
T,
Jodi zuIa§S|ger
N Bereich
(c)
_ () bei (z.,2,, )=(316,484)
b
/0 = 0,92+ 0,3z, = 429.6
~§§§~§§“P~- | |(a)| | | | | | | | S > "
| ‘/_ ~~l§~~§|~~~§|~~ |\1O|OO | | | | 20|OO | xm

(el
~
~
e
~

. (2) bei (z,,z, )=(0,0)
= 0,9z, 4+ 0,3z, =0



Was haben all diese Probleme gemeinsam?
* sind alle aus Komplexitatsklasse P oder NP

* lassen sich alle als lineares Programm, als lineares Integerprogramm oder als
gemischt ganzzahliges lineares Programm formulieren/modellieren.

Programme?

()



Definition 1:

* Problem LP ( )

gegeben: A€ Rmxn b € RMm ¢ & R"
gesucht: x € R, mit

Ax < b und

cT™X maximal

Beispiel: a,; a, X, [b@
dy Ay ¢ < | b

[331 asz} L‘j b,

f f t

A X b



Definition 2:

* Problem IP ( )

gegeben: A€ Rmxn b € RMm ¢ & R"
gesucht: x € Ny" mit

Ax < b und

cT™X maximal

Beispiel: a;; 4 X b,
dy;  dy; ® = | b,
d3; ds; X5 3



Definition 3:

* Problem MIP ( )

gegeben: A € Rmx(n1+n2) b € RM | ¢ € Rn1+n2
gesucht: X: X;...X,1 € R, g und X, 4,1--X14n2 € Ng mit
Ax < b und
c™X maximal



Umwandlung in kanonische Form.

c’™X — min -cTX — max
Ax > b -Ax < -b
Ax =Db AX < b
-AX < -b
X; € [a,b] X; > a
bzw. X; <b
X; € {a,b}




Die Standardform:

» Standardproblem (Lg) der linearen Optimierung

( Max. F(x) := cTx
X = 0.

Auch hier gilt A€ Rmxn, b € Rm, ¢ € R", sowie
x € Rn_, fir Lineare Programme bzw.
x € Ng" flr Lineare Integerprogramme

Diese Darstellung ist wichtig, da sie fur analytische Betrachtungen
rechentechnische Vorteile bietet. Gleichungen lassen sich oftmals
besser handhaben, als Ungleichungen.



Umwandlung von kanonischer Form in Standardform.

Sei (L) ein LP in kanonischer Form: max ¢'™x u.d.N. x = 0 und Ax < b.
Durch Einfuhrung so genannter Schlupfvariablen lasst sich ein (L) in ein
(L) uberfuhren.

Bsp (Futtermittel):

max -0,9 =z, - 0,3 =,
so dass —x; - r, < —800
0,03 «, - 0,10 =z, <0
-0,26 =z, + 0,17 =z, <0
Ly, T, 20
n Strukturvariablen m Schlupfvariablen
max - 0,9 z, — 0,3 To
so dass -, - Ty | H x4 = - 800
0,03 =z, - 0,10 «, + x, =
-0,26 =z, + 0,17 =z, + x| =
T, To,| | g, T4, x| =20




Umwandlung von kanonischer Form in Standardform.

Sei (L) ein LP in kanonischer Form: max ¢'™x u.d.N. x = 0 und Ax < b.
Definiere A := (A,E), b-:=b, C/:=[C} X o= [XJ
0 Xg

Dann wird durch max cJ x u.d.N. x > 0 und Ax = b- ein Optimierungsproblem
in Standardform (Lg) beschrieben.

Sei x eine Lésung von (Lg). Dann ist x Losung von (L,) mit
T =(cT,07) [i} = ¢Tx + OTxg = CTx.
S
X
Andererseits: Sei x Lésung von Ax < b und x := [—Ax+b}

Dann ist xeine Losung von (Lg): Ax = (AE) - [—Kx+b} =Ax—-Ax+b=b=10,
offensichtlich ebenfalls mit J x = cTx.

Satz 1: (Ly) und (Lg) sind ,,aquivalente“ Darstellungen.



Weitere Modelle mit LP/IP, graphbasierte Probleme

Problem Shortest Path:
geg: gerichteter Graph G = (V,E), s,t € V
ges: kurzester Weg von s nach tin G.

Modellierung: Kante e — Variable x, € {0,1}

Minimiere 2. X, Mmit

eckE

2. x, =1, Z()§9=1

e e (sv)

2.x, -2 x, =0firallew € V\{s,t}

e € (v,w) e € (w,x)

Shortest Path als IP — ®, aber es reicht aus, x, € [0,1] zu fordern. Jede
optimale Losung ist automatisch ganzzahlig (hier ohne Beweis).



Beispiel: Darstellung als Ax =D

Xsu) T X = 1
Xty ¥ Xy = 1

X~ Xws) = Xuy =0

Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix

~_(us) ) (sit) (s,u) )
ul 1 0 -1
s |-1 0 1 1
t| O -1 -1 0

~ _/

Lsg: x =(0,1,0,1)" oder x =(0,0,1,0)T

-




Weitere Modelle mit LP/IP

Problem MaxFlow:
geg: gerichteter Graph G = (V,E), s,t € V und Kantenkapazitaten c, € N, VecE

ges: ein Fluss f: E —» N, mit X f(e) - 2 f(e) =0 fiirallew € V\ {s,t} und

e € (v,w) e € (w,x)

fle) < ¢, fir alle e € Eund X f(e) - 2 f(e) maximal.

e e (sv) e € (v,s)

Modellierung: Kantee — x, € [0,c ], X, 2 f(e)

Maximiere 2. fle) - >. f(e) mit

e € (s,v) e € (v,s)

2. f(e) - 2 f(e) =0 fiirallew € V\ {s,t} und
e € (w,x)

e € (v,w)

X, < C,furallee cE



Weitere Modelle mit LP/IP

Problem Rucksack:
geg: a,,....a,; by,..b,; de Ny

Nutzen Kosten ma;((. Kosten

ges: | c {1,...,n} sodass 2. b, <d und 2. a, maximal

Modellierung: i<{1,..,n} — x €{0,1}

n
Maximiere 2. ax;, mit

2 by x; < d

Optimale Lsg. nicht automatisch ganzzahlig.



