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Aufgabe 1
a)

Sei z;; die Anzahl Einheiten vom Produkt P; mit 1 < j < n, die auf der Maschine M;
(mit 1 <14 < m) hergestellt werden. Da die Aufgabe keine Angaben dariiber macht, ob
es sich bei den Einheiten zwangsléufig um eine ganzzahlige Gréfle handeln muss oder ob
auch reelle Zahlen als Finheiten zuléssig sind, steht es uns frei zu entscheiden, ob wir
die Optimierungsaufgabe als LP oder als IP formulieren.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die Einheiten ganzzahlig sein miissen, d.h.
xij € Np.

Zielfunktion

Sofern alle Nebenbedingungen erfiillt sind, ist der Gewinn pro Einheit des Produkts j
durch ¢; gegeben. Die Zielfunktion des Optimierungsproblems lautet demnach:

D i1 Dim CjTij — max

Nebenbedingungen

Damit der Gewinn von ¢; erreicht wird, miissen vom Produkt j mindestens b; Einheiten
hergestellt werden:

m . .
Zi:l —Tij < —bj firl<j<n

Die Maschine ¢ darf nicht ldnger als k; Minuten produzieren:



ijl Qi Tjj <kjfirl<i<m
b)

Durch die gegebenen Daten ergeben sich folgende Gleichungen. Die Zielfunktion lautet
in diesem konkreten Fall:

200 * (1‘171 + 1‘271) + 190 % (1‘172 + 1‘272) — max

Die Nebenbedingungen fithren zu diesen Gleichungen:

—r1,1 — w21 < —80

—x91 — T2 < —100
12%1,1 + 10%172 < (16 * 60)
10x21 + 9722 < (15 % 60)

Eine zulédssige Losung wére demnach x1 1 = 80,212 = 0,221 = 0,222 = 100.

c)

Die im Abschnitt b) angegebene Losung ist nicht optimal.
Sie liefert einen Gewinn von 35000 Euro, es existiert aber eine Losung mit 11 = 0,212 =
95,21 = 85,222 = 5, mit der ein Gewinn von 36000 Euro erreicht wird.

Aufgabe 2
a)

LGsungsidee

Wir zeigen, dass die Menge M = {y € R%0 < y < 2} mit 2 € R? konvex ist, indem
wir sie als Schnitt von sechs Halbraumen darstellen. Da der Schnitt konvexer Mengen
wieder konvex ist, muss demnach auch M konvex sein.

LGsung
Die Menge ist in jeder Dimension i € {1,2,3} durch die zwei folgenden Halbrédume be-

grenzt:

{yi € Rly; > 0} und {y; € Rly; < z;}

Die Menge {y; € Rly; > 0} N {y; € Rly; < x;} mit 4 € {1,2,3} ist konvex, da jeder
Punkt y;o mit 0 < y;0 < x; ebenfalls in dieser Menge liegt.



Bildet man nun den Schnitt dieser drei Mengen , so erhélt man die Menge M:

M= ﬂ§:1({yi € Rly; > 0} N {y; € Rly; < x})

Damit muss M konvex sein.

b)
L6sungsidee

Ein Punkt yo € M ist eine Ecke von M, g.d.w. fiir z € R mit yo+2 € M und yg—2z € M
folgt, dass z der Nullvektor ist.

L6sung

Sei E = {y € R*|Vi € {1,2,3} : y; € {0,2;}} die Menge der Ecken von M.
Wir behaupten nun, dass |E| = 8 und wollen dies im folgenden beweisen.

Zunéchst zeigen wir, dass E mindestens acht Elemente enthélt. Dazu benutzen wir die
in der Losungsidee beschriebene Eigenschaft einer Ecke.

Da jeder Eckpunkt y an der Stelle ¢ entweder den Wert 0 oder z; hat, geniigt es folgende
vier relevanten Félle zu betrachten, um zu zeigen, dass die Punkte

(0, 0, 0), (0, 0, SCZ'), (0, i, 0), (0, g, .Z‘Z'), (a?z', 0, 0), (I‘Z‘, 0, I‘Z‘), (I‘Z‘, i, 0), (SEZ', i, .Z‘Z)

Ecken in M sind:

Y, =0,2>20:y—zeM=y;—2,>20=2=0
Y, =0, <0:y4+z2zeM=y;+2,>20= 2 =0
v =22 >20:y+zeM=y+2,<0=2=0
Yi=2,2<0:y—zeM=y, —2<0=2=0

Nun wollen wir zeigen, dass es aufler den acht herausgestellten Punkten keine weite-
ren Elemente in E geben kann.

Wir zeigen, dass fiir jeden Punkt y € M, der nicht in F liegt, ein Vektor z ungleich dem
Nullvektor gefunden werden kann, so dass sowohl y + z € M als auch y — z € M gilt.
Damit kann y kein Eckpunkt sein.

Sei y € M mit 0 < y; < x; fiir ein j € {1,2,3}. Damit liegt y nicht in E. Wir konstruie-
ren nun ein € = 1 * min(y;j,z; — y;) (immer > 0) und einen Vektor z = e xe; (e; ist der
j-te Einheitsvektor). Damit gilt fiir j nach der Definition von Epsilon 0 < (y £ 2); < z;
und fiir alle i # j: y; = (y £ 2);. Damit liegt sowohl y + z wie auch y — z in M, obwohl
z ungleich dem Nullvektor ist.

Damit kann y kein Element von F' sein.



Aufgabe 3

Fiir jede Komponente ¢ von Az mit 1 < i < m:

(Al‘)z =

D g * T =

D jeB(y) @i ¥ Tj T X ie N, ) Yij * Tj =
Dj=1 GB(GHTBG) T G GNGIENG) =
(Apzp); + (AyzN)i =

(AnznN)i

Bei der folgenden Umformung ist zu beachten, dass die Ergebnismatrix nicht die Gréfle
k x n hat, sondern lediglich & x m, da die Funktion B nur auf N,,, definiert ist.

Fiir jede Komponente 1 <: < kund 1 <j <m:
(DA)B)iy; =

(DA)ip) =

>oimy daayp(j) =

>t da(Ap)y =

(DAB)sj



