Dynamisches Programmieren — Stand

Stand der Dinge:

« Dynamische Programmierung vermeidet
Mehrfachberechnung von Zwischenergebnissen

« Bei Rekursion einsetzbar
« Haufig einfache bottom-up Implementierung moglich

Das Subset Sum Problem:
 Algorithmus fur schwieriges Problem
« Laufzeit hangt von Eingabewert ab
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Fraktionales Rucksack-Problem

» (Gegeben sind n Gegenstande. Der i-te Gegen-
stand besitzt Wert v. und Gewicht g;. Ausserdem

ist eine Gewichtsschranke W gegeben.

> Zulassige Lésungen sind Zahlen a, € [0,1] mit
Z:aigi < W.
1=1

» Gesucht ist eine zulassige Losung a,,...,a, mit
moglichst groBem Gesamtwert

n
D av.
=1
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Gierige Losung des fraktionalen Rucksack-Problems

Algorithmus Gieriges-Einpacken:
1. Sortiere die Verhaltnisse v;/g; absteigend. Sei

Vo)) &e) ZV22)/&x2) 2 Van)/ Exla)

far Permutation w auf (1,...,n).

k
2. Bestimme maximales k, so dass noch qilt ;gnﬁ) =W,
3. Setze a,,, =a,, =-=a,, =1und setze
k
a _ W - Zizl Ex(i)
n(k+1) — y
gn(k+1)

Alle anderen a; setze auf 0.
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Gieriges Einpacken ist optimal

Satz 17.4: Gieriges Einpacken |0st das fraktionale
Rucksackproblem optimal.
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Das Rucksackproblem:
* Rucksack mit begrenzter Kapazitat

« QObjekte mit unterschiedlichem Wert und
unterschiedlicher GroR3e

« Wir wollen Objekte von moglichst groBem Gesamtwert
mithnehmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

* RucksackgroBe 6

GroBe 5 2 1 3 7 4
Wert 11 5 2 8 14 9
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

* RucksackgroBe 6

GroBe 5 2 1 3 7 4
Wert 11 S 2 8 14 9

* Objekt 1 und 3 passen und haben Gesamtwert 13
« Optimal?
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

* RucksackgroBe 6

GroBe 5 2 1 3 7 4
Wert 11 9 2 8 14 9

* Objekt 1 und 3 passen und haben Gesamtwert 13
« Optimal?
« QObjekt 2, 3 und 4 passen und haben Gesamtwert 15 |

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Das Rucksackproblem (Optimierungsversion):

« Eingabe: n Objekte {1,...,n};
Objekt i hat ganzz. pos. GréBe g[i] und Wert v][i];
Rucksackkapazitat W

. Ausgabe: Menge Sc{1,...,n} mitifég[i] <W und

maximalem Wert _st[i]
le

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 9
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Herleiten einer Rekursion:

« Sei O optimale Lésung

« Bezeichne Opt(i,w) den Wert einer optimalen Losung
aus Objekten 1 bis i bei RucksackgrofBe w

Unterscheide, ob Objekt n in O ist:

« Fall 1(n nicht in O):
Opt(n,W) = Opt(n-1,W)
« Fall2 (nin O):
Opt(n,W) = v[n] + Opt(n-1,W-g[n])

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
19.Dynamisches Programmieren

10



Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion:

«  Opt(i,0)= 0 fiir 0<i<n

« Opt(0,i)= 0 fir 0<i<W

« Wenn w<g]i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 11
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion: 2 ot in dan
+ Opt(i,0)= 0 fiir O<i<n Rucksack
« Opt(0,i)= 0 filr O<i<W

« Wenn w<g]i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

: . Kein Objekt
Rekursion: vt
* Opt(i,0)= 0 far 0<i<n Auswahl

« Opt(0,i)= 0 far 0<i<W
« Wenn w<g]i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion: Passt aktuelles
+ Opt(i,0)= 0 fur O<i<n SolE e
* Opt(0,i)= 0 flr O<i<W —

« Wenn w<g]i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

¢ Sonst,

Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion:
«  Opt(i,0)= 0 fir 0<i<n - d
+ Opt(0,i)= 0 fiir O<i<W OfS verrende

« Wenn w<gJi] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w) — —

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 15
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rucksack(n,W)

1. Initialisiere Feld A[O,..,n][0,..,W] mit A[O,i] =0 far alle
0<i<n und A[},0]=0 far alle 0<i<W

2. fori<— 1tondo

3. forj«<1toWdo

4. Berechne A[i,j] nach Rekursion

5

. return A[n,W]

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 16
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

0/0/0|{0|0]|0 |00
1 W

O | OO OO0 O0O|0O0 |0 O

GroBe  Wert
N/

WD (N IDD|=00O01Q
WIN[WOIDNDW| =P~

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

GroBe  Wert
/

N\
n |0 g|Vv
0 11912
0 2 |13 |4
0 111
0 213
g[1]>W:
0 Also Opt(i,w) = Opt(i-1,w) 1]2
0 P /13
019191919 1
0{0|0|0|0|O0|0|O0|0]|0 n 3|3
0 1 W
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 18
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Dynamisches Programmieren —

Rucksack

Beispiel:

GroBe  Wert
/

\

n |0 g|Vv
0 1 (512
0 2 134
0 Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), 11
0 V[i] + Opt(i-1,w-g[i])} 213
0 sy 12
0 gt 713
0|0|0|0]|0 |2 4|7

oloToTo (0|0 (0|0 0|0 n |33
0 1 W

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 19
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
n {0 g|Vv
0 1 [5(2
0 > 314
0 11
0 2|3
0 1|2
0 713
0|0|0|0|0|2]|2 4|7
ololofol0]o|o]|o|0]0 n |33
0 1 W
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 20

19.Dynamisches Programmieren



Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
nl0 glv
0 1 [512
0 > [3]4
0 11
0 2|3
0 12
0 713
0|0|0|0[0|2]|2 |2 4|7
olololofofo]o|o]o]|o 2|33
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
n|0 glv
0 1 [512
0 > [3]4
0 11
0 2|3
0 1|2
0 713
0/0|0|0|0|2]|2|2]2 4|7
olo|o|o|otoT0(0]0 |0 2|33
0 1 W
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 20
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

2

0/0/0]|0(0]|0
W

o | OO
o
o
N
N
N

O | OO OO0 O0O|0O0 |0 O

- | O | OO

GroBe  Wert
N/

WD AN = (D=0 O1«Q
WIN[WOIDNDW = E DN <

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
n|0 glv
0 1152
0 > |38 14
0 11
0 2|3
0 1|2
0|00 (414 213
010701002222 4|7
0|0[0|0|0|0]|0]0|0]O n |33
0 1 W
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 24
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
nl0 glv

0 1152

0 > |34

0 11

0 213

0 12

0004|4414 14 713

ololofofor2(2]|2]|2 417
0100|000 |O0|O0|0]O0 n |33

0O 1 W

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen o5
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

o

or\:\-h

O | OO OO0 O0O|0O0 |0 O

- 10O | O
o

N
<|o|[nF

GroBe  Wert
N/

WD AN = (D=0 O1«Q
WIN[WOIDNDW = E DN <

SS 2008
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
n|0 glv
0 1[5]2
0 2 (3|4
0 11
0 2|3
O |l 112
0004 (4|4|44|6 713
olololo|o|2]|2]2]2 417
010/0|0|0|O0|O0|0|0|O0 n 3|3
0 1 W
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 07
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
nl0 glv
0 1152
0 2 |34
0 11
0 213
01|14 112
00104 446 713
0|00 |0 2|2 4|7
olo|o|o|o 0|0 2 [3]3
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

‘enial- GroéBe  Wert
Beispiel: S

9
115

AN <

2 13

o | O -|>\-I>
WD P IN=(D
WIN[W ||

OO0 |—

O | OO OO0 O0O|0O0 |0 O

~lo|lo|o|=
o
o
o
o
s|lo|m™
>
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert

nlQ glv
0 1152
0 2 |34
0 11
0 213
0|1/1/4|5|5|5|58 1]2
0lo|o|4]4]4|a 4|6 713
olojo|ojol2]2]|2]2 4|7

0j0/0|0|0|O0|O0|O0|0]O n 3|3
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grérie V}ert
n|0 glv
0 1[5]2
0 2 (3|4
0 11
0(1|3/4|5|7|8|8|8 2|3
0(1|1/4|5]|5|5|5]|6 1]2
00|04 (441|446 713
0/0|0|0(0|2|2]|2]2 417
010|000 |0|0|0O0 0|0 n |33
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n |0

0

0
0(2|3|5(6|7(9|""
0/1/3/4|5(7|8|8|8
0|1(1/4|5(5|5|5|6
0/0|0|4|4(4|4 4|6
0/0|0|0|0 (2|22 |2
010(0{0(0|0 0|0 0|0
0 1 W

GroBe  Wert
N/

WD AN = 0 01Q
WIN[WOIN W[ =P~ DN

SS 2008
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n |0

0
0(2(3|5|6(7]9|™|™
0(2|3|5(6|7(9|""
0/1/3/4|5(7|8|8|8
0|1(1/4|5(5|5|5|6
0/0|0|4|4(4|4 4|6
0/0|0|0|0 (2|22 |2
010(0{0(0|0 0|0 0|0
0 1 W

GroBe  Wert
N/

WD~ == 0 0O01Q
WINfO DW= P~ DN

SS 2008
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n |0
023579101213
0(2(3|5|6(7]9|™|™
0(2|3|5(6|7(9|""
0/1/3/4|5(7|8|8|8
0|1(1/4|5(5|5|5|6
0/0|0|4|4(4|4 4|6
0/0|0|0|0 (2|22 |2
010(0{0(0|0 0|0 0|0
0 1 W

GroBe  Wert
N/

WD IN|=|IDD= WO
WIN [ WOIDNDW| =P~

SS 2008
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n023579101213
023579101213
0(2(3|5|6(7]9|™|™
0(2(3|5|6(7]9|"™
0/1/3/4|5(7|8|8|8
0|1(1]4(5|5|5|5|6
0/0|0|4|4(4|4 4|6
0/0|0|0|0 (2|22 |2
010(0{0(0|0 0|0 0|0
0 1 W

GroBe  Wert
N/

QPN D=0 0O01Q
WO I N[ WOINDW| =P~ DN

SS 2008

Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: fo’f{f ert
n|l0|21|3|5|7 |9 |10]12(13 __ Optimaler “ glv
01213157 g |1w0]2] j Losunv%s:vgertfur i 512
0(2(3(5|6(7|9 |19 2 13|4
0(2|3|5(6|7]9 | 111
0(1/3(4/5|7/8|8|8 213
O0(1|1(4|5|5|5]|5|6 112
0/0|0|4(4|4|4|4]|6 /|3
0/0|0|0|0|2|2|2]|2 417
010(0(0(0(0|0|0|0|O n|3|3
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: fo’f{f ert
n|l0|21|3|5|7 |9 |10]12(13 __ Optimaler “ glv
01213157 g |1w0]2] j Losunv%s:vgertfur i 512
0(2(3(5|6(7|9 |19 2 13 |4
0(2|3|5(6|7]9 | 111
0(1/3(4/5|7/8|8|8 213
O0(1|1(4|5|5|5]|5|6 112
0/0|0|4(4|4|4|4]|6 /|3
0/0|0|0|0|2|2|2]|2 417
010(0(0(0(0|0|0|0|O n|3|3
0 1 W
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen

19.Dynamisches Programmieren



Dynamisches Programmieren — Rucksack

Satz 19.6

Algorithmus Rucksack berechnet in ®(nW) Zeit den Wert
einer optimalen Losung, wobei n die Anzahl der Objekte
ist und W die GroBe des Rucksacks.

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 38
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Dynamische Programmierung - APSP

All Pairs Shortest Path (APSP):
« Eingabe: Gewichteter Graph G=(V,E)

« Ausgabe: Fur jedes Paar von Knoten u,veV die Distanz
von u hach v sowie einen kurzesten Weg

b 4 C
a |b [c |d |e |f 5 Q QYA
a |0 |1 |5 |5 |10]9 e . O
b |« |0 [4 |5 |10]9 aQ\ 6 8 /
c | |-3[0 [1 |6 |5 5 Na Y
J—0O
d |~ |40 [0 |5 |4 d
e |~ |5 |8 |9 |0 [-1
f (S0 oo (o] (o] (0)e) O
SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 39
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

« Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

« Wir kdnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

« Betrachte i--Weg, der nur Gber Knoten aus {1,...,k} lauft:

K

O

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 40
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

« Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

« Wir kdnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

« Betrachte i--Weg, der nur Gber Knoten aus {1,...,k} lauft:

Knoten Kk tritt
maximal einmal auf

o—
o \O\’Q |

|Q/©/

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 41
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

« Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

« Wir kdnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

« Betrach| Wegvonunachk |Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:
fOhrt nur Gber Knoten
aus {1,...,k-1}

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 492
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

« Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

« Wir kdnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

« Betrachte i-]-Weg, der n| Wegvonknachv 5 {1 .. K} |auft:
fihrt nur Gber Knoten

aus {1,...,k-1}

Y

Q/Q/ O—o0.

O

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 43
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Dynamische Programmierung - APSP

« Kulrzester i--Weg Uber Knoten aus {1,...,k} ist
* (a) kdrzester i-]-Weg Uber Knoten aus {1,...,k-1} oder

« (b) kUrzester i-k-Weg Uber Knoten aus {1,...,k-1} gefolgt
von kurzestem k-j-Weg uber Knoten aus {1,...,k-1}

Fall (b): <k>
~.
i O/' /Q/ O\Q J

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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Dynamische Programmierung - APSP

Die Rekursion:
+ Sei di die Lange eines kiirzesten i--Wegs mit Knoten

aus {1,...,k}

(k) Wi falls k=0
d:’'= < J _ - -1) .’

1771 min (48, df Ve dg ), falls ket

.

. Matrix D™ =(d™) enthalt die gesuchte Losung

]

SS 2008
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Dynamische Programmierung - APSP

Floyd-Warshall(W,n)

1. DY w

2. for k—1tondo

3. fori1tondo

4. for 1 tondo

5. dMe min@d® ", dif ™+ g )

]
6. return D™

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen 46
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Teile & Herrsche:

Aufteilen der Eingabe in mehrere Unterprobleme
Rekursives |0sen der Unterprobleme
Zusammenfligen

Gierige Algorithmen:

Konstruiere Losung Schritt fir Schritt
In jedem Schritt optimiere einfaches, lokales Kriterium

Dynamische Programmierung:

Formuliere Problem rekursiv
Vermeide mehrfache Berechnung von Teilergebnissen
Verwende ,bottom-up® Implementierung

SS 2008 Datenstrukturen und Algorithmen
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