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Eine Grammatik G (vom Typ Chomsky-0, Rewritingsystem, Semi-
Thue-System) ist beschrieben durch ein 4-Tupel (V, 2., P, S).

Vst endliches Alphabet von Variablen
« 2 istendliches Alphabet von Terminalen
e S e Vistdas Startsymbol

e PC((VU)-2) X (VU22) isteine endliche Menge von
Produktionen oder (Ersetzungs-) Regeln

Fur eine Regel (u,v) € P schreibenwiru — v .
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Die Chomsky-Hierarchie

 Eine Grammatik heild3t kontextsensitiv oder vom Typ
Chomsky-1, falls flr jede Regel u — v gilt: [u] < |v].

e Sie heil3t kontextfrel oder vom Typ Chomsky-2, falls alle
Regeln vom Typ u — v mitu € V sind.

e Sie heil3t regular oder vom Typ Chomsky-3, falls alle
Regeln vom Typu — vmitu € V und

ve{etu2 U (XX V)sind.

( Eine allgemeine Grammatik ist vom Typ Chomsky-0 .)
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Grammatiken und Turingmachinen
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Satz: L ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn
es Chomsky-0-Grammatik G gibt mit L = L (G).

Satz:. Kontextsensitive Sprachen sind entscheidbar.
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Sei L regular. Dann gibt es ein p € N, so dass
far alle x € L mit |x| > p eine Zerlegung

X = UVW existiert mit:

() fuv] <p,
(i) |v] > 1, und
(i) uvw e L firallei > 0
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Anwendungen des Pumping Lemmas

Wir wenden die Kontraposition des Pumping
Lemmas an:

Falls fur jedes p € N ein x € L mit |x| > p existiert,
so dass fur jede Zerlegung x = uvw mit |uv| < p
und [v| > 1eini >0 mituvw ¢ L existiert,

so Ist L nicht reqgular.
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Nicht regulare Sprachen

Folgende Sprachen sind nicht regular

L, ={0"1", n > 1}
L, ={ww | w € {0,1}}
L, = {09 | g Primzahl}

Korollar: Sel REG die Klasse der regularen, CF die
Klasse der kontextfreien Sprachen, dann
gilt: REG C CF und REG # CF

Bew: ,C*ist klar. , 7, gilt, daL, e CF, aber L, ¢ REG
ISt.
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Wir zeigen:

DFAs konnen genau die Sprachen akzeptieren,
Die regulare Grammatiken erzeugen konnen.

D.h.: Endliche Automaten akzeptieren genau die
regularen Sprachen.
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... sind Turingmaschinen, die nicht schreiben durfen
(und nur nach rechts gehen)

Endliche Automaten haben also, neben der Eingabe, nur
konstant viel Speicher (Speichern in den Zustanden)

Klaus Volbert, Folien von F. Meyer auf der Heide 8



HEINZ NIXDORF INSTITUT

Deterministische endliche Automaten (DFA) JA‘ Universitat Paderborn

Algorithmen und Komplexitat

Ein (deterministischer) endlicher Automat
(DFA) A ist beschrieben durch ein 5-Tupel
(Q7Z757 (:ZO7F)1 WObei

e () eine endliche Menge von Zustanden ist.

e > ein endliches Alphabet ist, Q@ "X = 0.

e §:Q x X — Q die Ubergangsfunktion ist.

e gp der Startzustand ist.

o ' C ) die Menge von akzeptierenden Zustanden
ist.
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Akzeptierte Sprachen

Ein DFA A akzeptiert w € 2" genau dann,
wenn o6 (g,, W) € F qgilt.

Die von A akzeptierte Sprache ist
L (A) :={w e 2", 5(qy W) € F}
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DFAs und regulare Sprachen
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Wir zeigen:
DFAs kdnnen genau die Sprachen akzeptieren,
die regulare Grammatiken erzeugen konnen.

Bew..,=" SeiA=(Q, 2,0,0, F) DFAfurL c>*
Wir definieren G = (V:=Q, 2., P, S:=qo)
Fur 6(g,a)=q" liegtg > aq inP
Fallsqg € F,soliegtg—>ainP

=" ?
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Nichtdeterministische endliche Automaten
(NFA)

Definition 1 Ein nichtdeterministischer end-
licher Automat (NFA) N jst beschrieben durch
ein 5-Tupel (Q,%,95,q9, F), wobei

e () eine endliche Menge von Zustanden ist.

e > ein endliches Alphabet ist, @ N X = 0.

e §:Q x X.— 29 die Ubergangsfunktion ist.

e qo der Startzustand ist.

o ['C @ die Menge von akzeptierenden Zustanden
Ist.
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Beispiel

Der NFA N,

Q ={do U1, Uz U3 U4},

Z:{O,l}, F:{qS}
0 0 1 €
90 | {0} {g90.91} 0
q1 | {a2} {a2} 0
92 | {3} {az} 0
g3 | {aa} {qa} 0
g4 | {94t {aa} 0
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Arbeitsweise eines NFA
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Um exakt zu definieren, welche Sprache ein
NFA akzeptiert, erweitern wir wie bei DFAs die
Definition von § von @ x X auf Q x X*. Wir
setzen fur w = wy -+ - wp € X

6(q,w) = 6(q, w1 wn)
{r € Q|es gibt ein ¢ € 6(q,wq - wy_1) Mitr € (¢, wn)}

Ugres(qurw,_q) 0(a's wn).
Ein NFA N akzeptiert w € >*, wenn

1. w=wq- - wp, w; € X7

2. 5(QO,U]1""wn)ﬂF#®.

Die von einem NFA N akzeptierte Sprache ist
L(N) := {w € £* | §(g0,w) N F 3 0}.
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Der NFA N.,:
Q =1{dp, d1, 45, A3}, =10, 1}, F={q3}

) 0 1 €

g0 | {ao} {g90,q1} 0
q1 | 192} 0 {qo}
g2 | 0 {g3} )
a3 | {93} {a3} 0
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Satz: Sei L C >". Folgende Aussagen sind
aquivalent:

(1) L istreqgular
(i) L wirc
(111) L wirc

(Iv) L wirc

von einer regularen Grammatik erzeugt
von einem DFA akzeptiert
von einem NFA akzeptiert.
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NFAs und DFASs

Satz 3.3.3 Sei N ein NFA und L die von N akzept. Sprache.
Dann gibt es auch einen DFA, der L akzeptiert.

Bew.: L werde von NFA N = (Q, 2, 9, q,, F) akzeptiert.
Folgender DFA A = (Q', 2., o', q,', F") akzeptiert L.

Potenzmengenkonstruktion:
Q' =299, ={9}, F={Re Q, RNF =Y}

O (R,a)=U,.ro0(ra) (F{geQ|3reRmit
qe<d(ra))
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Der NFA N
Q ={do, 91, Ao}, 2=10, 1}, F={q}

0 0O 1

40 ) {q1}
q1 [{q1.92} {g92}
a2 | {a1} 0

S M
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NFAs und regulare Sprachen

Satz 3.3.2 L werde von regularer Grammatik G erzeugt.
Dann gibt es einen NFA N, der L akzeptiert.

Bew.: Sei G=(V,2.,P,S) regulare Grammatik fr L.
Folgender NFA N=(Q,2.,6,90,F) akzeptiert L.

Q =V U{g¢ mit g; ¢ V (neuer Zustand), q, = S,
Fallsu—»av e P,dannv € 6(u,a) (uveV,ace?))
Fallsu—>aeP,danng; € 6(u,a) (UueV,ae?)
Fallsu—>eeP,dannueF (UueV)

g € F
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Definition 1 Sei > ein beliebiges endliches Al-
phabet. R ist ein regularer Ausdruck uber >,
wenn R einer der folgenden Ausdriicke ist

1. a, wobei a & >

4. (R1UR>), wobei R1, R> reguldare Ausdriicke
sind.

5. (R -R>), wobei R, R> regulare Ausdriicke
sind.

6. (R7), wobei Ry ein regularer Ausdruck ist.
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Regulare Ausdricke

Die von R beschriebene Sprache L(R):
1. Ist R =a,a € >, so ist L(R) = {a}.
2. Ist R = €, so ist L(R) = {e€}.
3. Ist R = @, so ist L(R) = 0.

4. Ist R = (R1 U Ry), so ist L(R) = L(R1) U
L(R>).

5. Ist R = (R1 - R2), so ist L(R) = L(R1) -
L(R2) ={wqy w2 |wy € L1, ws € Lo.

6. Ist R = (R7), so ist L(R) = L(R1)™.

Satz: L ist genau dann regular, wenn es regularen Ausdruck R
Mit L (R) = L gibt.
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Satz: Sei L C >". Folgende Aussagen sind
aquivalent:

(1)

(1)
(iii)
(V)
(v)
(V1)

| wird
L WIrC
| WIrC
| ISt C
| wird

nach

_ Ist regular

von einer regularen Grammatik erzeugt
von einem DFA akzeptiert

von einem NFA akzeptiert.

urch regularen Ausdruck beschreibbar.

von Zwelwegeautomat (NFA, der auch
iInks laufen darf) akzeptiert.
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Regulare Sprachen sind abgeschlossen unter

Sternbildung
- Komplement
- Konkatenation
- Durchschnitt
- Vereinigung
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