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Zusammenfassung

Ein Handler will n Stddte besuchen. Ihm sind die geographischen Po-

sitionen der Stadte und die Absténde zwischen den einzelnen Stédten be-
kannt. Der Handlungsreisende sucht eine moglichst kurze Tour, die jede
Stadt nur genau einmal besucht und will am Ende wieder dort ankom-
men, wo er gestartet ist. Dies ist die informale Beschreibung des Traveling
Salesman Problems. Dieses und dhnliche Probleme befliigelten lange Zeit
die Mathematik und hier insbesondere die Graphentheorie. Seit den 70er
Jahren, nach dem Aufkommen der Komplexitdts-Theorie, ist bekannt,
dass das TSP NP-Vollstindig ist und somit eine optimale L&sung nicht
in polynomieller Zeit berechnet werden kann, wenn P # NP. Es gibt
Heuristiken, die in polynomieller Zeit eine Lésung finden kénnen, die nur
wenige Prozent vom Optimum abweicht. Diese Verfahren kénnen jedoch
keine feste Giite des Ergebnisses garantieren; Approximationsalgorithmen
haben diese Eigenschaft. Ein Approximationsalgorithmus kann in polyno-
mieller Zeit eine Losung berechnen, die nur um einen festen Faktor von ei-
ner optimalen Losung abweicht. Sahni und Gonzales konnten 1976 jedoch
zeigen, dass unter der Annahme P # NP fiir das allgemeine TSP kein
effizienter Approximationsalgorithmus existiert. Im gleichen Jahr stellte
Christofides ein Verfahren vor, welches das metrische TSP mit dem Fak-
tor % annéhert. In einem metrischen System kann eine [,-Norm gegeben
sein(dies wird zum Beweis des Struktur-Theorems benétigt). Die Punk-
te z,y € R? sind gegeben durch ihre Koordinaten (1, ey a), (Y1, ey Yd)-
Die Zwischenknotendistanz der Punkte in einer /,-Norm wird bestimmt
durch: 3¢ (|l — yl|p)%
Das euklidische TSP ist ein Spezialfall des metrischen TSPs, es gilt die
l>-Norm. 1976 konnte nicht beantwortet werden, ob fiir diese Spezialfille
ein Polynomial Time Approximation Scheme ,kurz PTAS, existiert. Poly-
nomial Time Approximation Schemes sind eine Algorithmenfamilie, deren
Elemente eine approximierte Losung liefern, die beliebig nahe an der op-
timalen Losung liegt. Arora, Lund, Motwani, Sudan und Szegedy konnten
nachweisen, dass fiir das metrische TSP kein PTAS existiert.



1996 stellten Arora und Mitchell unabhéngig voneinander je ein PTAS
fiir das euklidische TSP vor. Die beiden Verfahren liefern eine Losung, die
fiir ein festes ¢ > 2 um den Faktor 1+% von einer optimalen Losung abwei-
chen. Das Verfahren von Arora ist allgemeiner und kann fiir beliebig fest
dimensionierte Rdume genutzt werden. Die Laufzeit der randomisierten
Version betrigt im R? O(n(logn)®©)und im R? O(n(logn)o(‘/gc)dil)A
Der Algorithmus kann derandomisiert werden, dabei erhoht sich die Lauf-
zeit um O(n?).

Aroras PTAS kann durch leichte Modifikationen so verindert werden, dass
das Verfahren fiir viele andere Probleme wie Minimum Steiner Tree, k-
TSP oder k-Minimum Steiner Tree eingesetzt werden kann. Fiir das k-
TSP und das k-MST erhoht sich dabei die Laufzeit des PTAS um O(k).
Anzumerken ist, dass die Laufzeit eines PTAS exponentiell in ¢ sein darf,
jedoch nicht in der Eingabe.

In dieser Arbeit wird Aroras Verfahren im R? beschrieben 0.B.d.A..

1  Uberblick

Aroras PTAS basiert auf der rekursiven Partitionierung des Raumes, einer TSP-
Instanz, in einem randomisierten Quadtree. Es wird eine approximierte Rund-
reise berechnet, die nur um einen Faktor 1 + % von einer optimalen Rundreise
abweicht. Dabei wird jede Begrenzung einer Zelle hochstens r = O(c¢)-mal ge-
schnitten. Fiir jede Zelle der Instanz ,réit“ der Algorithmus unabh#ingig von den
anderen Zellen, wo die Rundreise die Seiten schneidet. Dies geschieht durch dy-
namische Programmierung. Die Partitionierung des Raumes in einen Quadtree
enthilt nlogn verschiedene Quadrate. Fiir jedes Quadrat benétigt der Algorith-
mus im worst-case O(logn)?(") = O(logn)?(©) zum ,Raten des Pfades. Somit
ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(nlogn)©(®).

Im zweiten Abschnitt dieser Arbeit wird Aroras Algorithmus beschrieben. Die-
ser kann in drei Bereiche unterteilt werden: Normierung der TSP-Instanz, Par-
titionierung in einen randomisiert verschobenen Quadtree und Berechnung der
minimalen Teillosungen durch dynamische Programmierung. In Abschnitt drei
wird das Struktur-Theorem bewiesen, welches besagt, dass fiir einen zufillig
verschobenen Quadtree mit Wahrscheinlichkeit > % eine (1+ %)—Approximation
der optimalen Rundreise existiert. Hierbei wird jedes Quadrat der Partitionie-
rung héchsten O(c)-mal an festgelegten Punkten durchkreuzt. Zuletzt wird in
Abschnitt vier die Anwendbarkeit des Algorithmus untersucht.

2 Der Algorithmus

Sei I eine TSP-Instanz mit n Knoten und opt; die optimale Rundreise von
I. Das kleinst mogliche Quadrat, das alle Knoten von I umspannt, bezeich-
nen wir als exakte Bounding-Box. Die Seitenlidnge dieses Quadrates wird als L
bezeichnet. Es kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass die untere linke Ecke
der Bounding-Box im Ursprung des Koordinatensystems liegt. Dies kann im
Allgemeinen durch eine Translation erreicht werden. Die Punkte der Bounding-
Box liegen dann alle in [0, L]?. Eine Dissection ist eine rekursive Aufteilung
der Bounding-Box in gleichgrofle Quadrate, bis jedes einzelne Quadrat nur noch
hochstens einen Knoten enthélt. Dies wird erreicht, indem die Bounding-Box,



die Wurzel der Dissection, entlang der Mitte in vier Kindquadrate unterteilt
wird. Die Kindquadrate haben damit die Seitenlénge é Befinden sich in einem
oder mehreren Quadraten mehr als ein Knoten, so werden alle wiederum entlang
ihrer Mitte geteilt(Seitenldnge %) Dies wird solange fortgesetzt, bis alle Punkte
separiert sind.

Ein Quadtree ist dhnlich definiert. Die weitere Unterteilung eines Kindquadrates
wird jedoch gestoppt, wenn es nur noch hichstens einen Knoten beinhaltet. Im
Allgemeinen besitzt ein Quadtree weniger Quadrate als eine Dissection.
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Abb.:2.1 Dissection Abb.:2.2 Quadtree

Durch die Struktur des Quadtrees und der Dissection kann man jedem Quadrat
einen Level zuordnen. Die Wurzel der Dissection oder des Quadtrees, also die
Bounding-Box selber, hat Level 0. Die vier Kindquadrate, also die Quadrate
mit Seitenldnge é, haben Level 1 usw. Die Tiefe der verschiedenen Partitionie-
rungen entspricht der gréfiten Levelnummer. Abbildung 2.1 und Abbildung 2.2
haben somit Tiefe 4.

Seien a, b ganzzahlig, 0 < a,b < L, dann ist eine (a, b)-verschobene Dissection
dadurch definiert, dass alle x-Koordinaten um a und alle y-Koordinaten um b
modular verschoben sind. Daraus ergibt sich, dass die mittlere senkrechte Li-
nie % der Dissection auf a + % (mod L) und die mittlere waagerechte Linie é
auf b+ £ (mod L) verschoben wird. Der verschobene Quadtree lift sich leicht
aus der verschobenen Dissection berechnen. Im Allgemeinen ist der verschobene
Quadtree von anderer Struktur als die urspriingliche Unterteilung der Bounding-

Box. In Abbildung 2.4 wird ein (5, 5) verschobener Quadtree gezeigt.

Abb.:2.3 Nicht verschobener Quadtree Abb.:2.4 Verschobener Quadtree



Der Algorithmus basiert auf dem Struktur-Theorem. Dieses besagt, dass fiir ein
festes ¢ in einem verschobenen Quadtree mit Wahrscheinlichkeit > % eine Rund-
reise existiert, die maximal (14 %)—mal léinger ist, als die optimale Tour und die
jedes Quadrat des Quadtrees hochstens O(c)-mal in Portalen schneidet. Porta-
le sind Punkte auf der Seite eines Quadrates, an denen ein Quadrat betreten
und verlassen werden darf. Es wird dem Handlungsreisenden erlaubt, auf dem
Weg zwischen zwei Punkten vom geradlinigen Pfad abzuweichen, dadurch ist
der Weg zwischen zwei Punkten eventuell gebogen. Eine so gebogene Rundreise
bezeichnet man als Salesman Pfad. Ein solcher Pfad wird durch den hier be-
schriebenen Algorithmus berechnet. Dieser gebogene Weg kann im Nachhinein
begradigt werden; da im euklidischen TSP die Dreiecksungleichung gilt, erh6hen
sich dadurch nicht die Gesamtkosten.

Definition: Seien m,r € N. Jedes Quadrat eines Quadtrees hat in jeder der vier
Ecken ein und auf jeder der vier Kanten m Portale mit gleichem Abstand. Ein
Salesman Pfad ist (m, r)-leicht, wenn jedes Quadrat des verschobenen Quadtrees
hochstens m-mal an jeder Kante geschnitten wird und jede Durchkreuzung an ei-
nem Portal stattfindet. Jedes Quadrat hat auf jeder Seite m + 2 Portale. Daraus
folgt, dass Quadrate im gleichen Level an den gleichen Stellen Portale besitzen.
Ist ein Quadrat von Level ¢ mit einem Quadrat von Level ¢ — 1 benachbart,
so kommt es bei dem Quadrat von Level ¢ nur in jedem zweiten Portal zur
Deckung(siehe Abb. 2.3). Portale kénnen mehrfach durchlaufen werden. Laut
Definition eines (m,r)-leichten Salesman Pfades diirfen Quadrate nur an Porta-
len betreten und verlassen werden. Daher kénnen einige Portale bei benachbar-
ten Quadraten unterschiedlicher Gréfe nicht genutzt werden.
Struktur-Theorem: Sei ¢ > 1 eine reelle Zahl. Sei der Abstand zweier Punk-
te einer TSP-Instanz I entweder 0 oder mindestens 8 und sei L die Grofle der
Bounding-Box zu I. Weiter seien 0 < a,b < L zufillig gewadhlte ganzzahli-
ge Verschiebungen. Es gibt Zahlen m = O(clog L) und r = O(c), sodass mit
Wahrscheinlichkeit > 3 in dem (a, b) verschobenen Quadtree ein (m, r)-leichter
Salesman Pfad existiert, der hochstens Kosten von (1 + 1)opt; hat.

Fiir die Beschreibung des Algorithmus gehen wir von der Giiltigkeit des Struktur-
Theorems aus.

2.1 Normierung der Eingabe

Bei der Normierung der TSP-Instanz I will man drei Dinge erreichen:
1. Alle Punktkoordinaten sind ganzzahlig
2. Der Abstand zweier Punkte ist genau 0 oder mindestens 8
3. Der maximale Punktabstand ist O(n)

Sei Ly die Seitenldnge der Bounding-Box von I und opt; die optimalen Rund-
reisekosten. Es gilt opt; > Lg. Ein Gitter mit der Auflésung d := % wird in
die Bounding-Box gelegt und jeder Punkt (x;,y;) auf den naheliegensten Gitter-
punkt verschoben: (2}, y}) = (lzi+3 22, [yi+3 &2 ) = (d[ & +3],d[L+1]).
Es kann passieren, dass mehrere Punkte auf einen Gitterpunkt zusammenfallen.
Dadurch haben diese Punkte eine Zwischenpunktdistanz von 0, dies ist durch

das Struktur-Theorem erlaubt.



Die verschobenen Punkte werden durch 65” - geteilt (oder mit § multipliziert).
nc

Hieraus ergibt sich, dass der Abstand zwischen zwei Punkten, die auf unter-
schiedlichen Gitterpunkten liegen mindestens 8 ist und die Punktkoordinaten
ganzzahlig sind. Das Verschieben der Punkte, die auf der oberen und rechten
Seite der exakten Bounding-Box liegen, verschiebt die obere und die linke Seite
der Bounding-Box um maximal %. Die Skalierung ergibt die neue Bounding-Box
mit Seitenldnge L.

L<(Lo+2) -8 =64nc+4=0(nc) = O(n)

Damit erfiillt die Normierung die drei geforderten Punkte. Durch die Normie-
rung muss eine (1 4+ %)-Approximation berechnet werden, dies ist jedoch zu
vernachlédssigen, wenn ¢ > 1 eine beliebige Konstante représentiert.
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Abb. 2.5: Verschieben auf den
naheliegensten Gitterpunkt

2.2 Konstruktion des verschobenen Quadtrees

Aus der Dissection kann ein zufillig (a, b)-geshifteter Quadtree berechnet wer-
den, zum Beispiel mit einem Sorting-Base-Algorithmus, der Laufzeit O(n log?® n)
hat. Die Bounding-Box der normierten TSP-Instanz hat die Linge L = O(n).
Daraus ergibt sich, dass die Tiefe des Quadtrees O(logn) und die Anzahl der
Quadrate des Quadtrees durch T' = O(n log(n)) beschriinkt ist. Die Beschrinkung
der Anzahl der Quadrate ergibt sich dadurch, dass in jedem Level des verscho-
benen Quadtrees hochstens 2n Quadrate sind.

2.3 Dynamisches Programm

Durch dynamische Programmierung soll ein (m,r)-leichter Salesman Pfad im
verschobenen Quadtree gefunden werden. Es gilt, m = O(clogn) und r =
O(c). Mit Wahrscheinlichkeit > % sind die Kosten von diesem Pfad maximal
O(1+ 2 )opt;. Die Laufzeit des dynamischen Programms betrigt O(T - (m)°("),
also O(nlogn)°.

Das Programm nutzt folgende Beobachtung: Sei ) ein Quadrat des verscho-
benen Quadtrees und der optimale (m,r)-leichte Salesman Pfad 7 schneidet
die Grenzen von () insgesamt 2p < 4r mal. Sei a1, a2, ..., agp eine Sequenz von
Portalen, in der die Seiten von @ durchkreuzt werden. Der Teil des optimalen
Salesman Pfades in @) ist dann eine Sequenz von p Pfaden fiir die gilt:

i) Fiir i = 1,2,...,p verbindet der i-te Pfad die Portale as;—1 mit ag;
ii) Alle p Pfade zusammen besuchen alle Punkte die in @ liegen

iii) Die Zusammenfassung der p Pfade ist (m,r)-leicht, d.h. dass sie insgesamt
jede Kante jedes Unterquadrates in @ hochstens r-mal schneiden und dass
diese Schnitte in Portalen passieren.



Da 7 optimal ist, muss die beschriebene Sequenz von Pfaden kostenminimal,
unter allen Pfaden, die i), ii) und iii) erfiillen, sein. Durch diese Beobachtung
148t sich das (m, r)-Multitour Problem definieren. Eine Instanz dieses Problems
ist definiert wie folgt:

a) Ein nicht leeres Quadrat des verschobenen Quadtrees

b) Eine Multimenge von r Portalen an jeder der vier Seiten des Quadrates,
sodass die Summe der Kardinalitdten der vier Multimengen eine gerade
Zahl 2p < 4r ist

c) Eine Paarung (a1, a2), (as,a4), ..., (a2p—1, a2p) aus den 2p Portalen aus b)

Ziel des (m,r)-Multitour Problems ist es, eine Verbindung aus p Pfaden in dem
Quadrat zu finden, die (m,r)-leicht und kostenminimal sind. Der i-te Pfad,
0 < i < p, soll dabei Portal ag;—1; mit Portal as; verbinden und alle Pfade
zusammen sollen jeden Punkt des Quadrates besuchen. Fiir p = 0 wird ein
optimaler (m,r)-leichter Salesman Pfad fiir die Punkte innerhalb des Quadra-
tes gesucht. Daraus folgt, dass der gesuchte optimale (m,r)-leichte Salesman
Pfad der Losung des (m, r)-Multitour Problems mit Eingabe Bounding-Box und
p = 0 entspricht. Die Losung des (m,r)-Multitour Problems fiir einen Level 4
des Quadtrees wird aus den Losungen der Level ¢ + 1 berechnet. Das dyna-
mische Programm erstellt eine Lookup-Tabelle, welche die optimalen Kosten
aller Instanzen des (m, r)-Multitour Problems aus dem verschobenen Quadtree
enthilt. Das Programm terminiert, sobald der optimale (m, r)-leichte Salesman
Pfad in der Tabelle enthalten ist. Dies ist der Wert der Wurzel des Quadtrees
mit p = 0. Die Anzahl der Eintréige in einem Quadtree mit 7" nicht leeren Qua-
draten ist beschréinkt durch O(T - (m + 4)*" - (4r)!), da es fiir jedes der T nicht
leeren Quadrate (m +4)*" Moglichkeiten gibt eine Multimenge von Portalen zu
wihlen und maximal (4r)! Moglichkeiten Portalpaare zu bilden.

Die Tabelle wird beginnend beim hochsten Level, also beginnend bei den klein-
sten Quadraten, zum Level 0 aufgebaut. Blétter des Quadtree enthalten héchstens
einen Punkt und O(r) Portale. Um eine (m, r)-Multitour in einem Blatt mit ge-
nau einem Punkt zu bestimmen, muss dieser probeweise auf jeden der O(r)
Pfade platziert werden, um den Pfad zu finden, der die niedrigsten Kosten hat.
Hat der Algorithmus alle (m, 7)-Multitour Probleme des Levels ¢ + 1 geldst, ver-
wendet er diese Ergebnisse, um das (m,r)-Multitour Problem des Levels ¢ zu
16sen. Sei @ ein Quadrat des Levels 4, das kein Blatt des verschobenen Quadtrees
ist. Seien @1, @2, @3, Q4 die Kindquadrate von ), deren Level 41 ist. Bei jeder
Wahl der Eingabe fiir b) und c) zu @ zihlt der Algorithmus alle Moglichkei-
ten auf, in denen eine (m,r)-Multitour die vier inneren Kanten von @1, ..., Q4
durchkreuzen kann. Das beinhaltet alle Wahlen der folgenden Méglichkeiten:

a’) Eine Multimenge von < r Portalen auf jeder der vier inneren Seiten der
Kindquadrate von Q)

b’) Eine Reihenfolge in der die Portale, die in a’) bestimmt wurden, von den
Pfaden, die durch b) und c) festgelegt worden sind, durchkreuzt werden

Die Anzahl der moglichen Wahlen in a’) ist hochstens ((m + 4)")* und in b’)
maximal (47)%" (4r)!. Fiir b’) entspricht (4r)%" der oberen Schranke der Weg-
wahlmoglichkeiten der Wege die in a’) ausgesucht wurden.



Jede Wahl in a’) und b’) fithrt zu (m, r)-Multitour Problemen der vier Kind-
quadrate, deren optimale Losungen in der Lookup-Tabelle gespeichert sind.
Die Laufzeit ist somit:

O(T - (m +4) - (4)7 - (47))2) = O(T - (m + 4)" - (4r)" - (47)?")

= O(T - O(clogn)®@ - 0(c)?) - O(c)°®)) = O(n(logn)°()

Es muss noch betrachtet werden, wie der Algorithmus Quadrate verarbeitet,
die durch das zufillige Verschieben nicht zusammenhéngend sind. Bei solchen
Quadraten ist zu beobachten, dass die Anzahl der zu untersuchenden Wahlen ge-
ringer ist, als bei zusammenhéingenden Quadraten, da sich die (m, r)-Multitour
nur in einem der zwei oder vier Teilquadrate befinden kann. Somit brauchen
nicht alle Wahlen aus b) und c) betrachtet werden, sondern nur die, die zu
giiltigen Eingabeinstanzen fiihren.

3 Beweis des Struktur-Theorems

Um das Struktur-Theorem zu beweisen, benotigen wir zwei Lemma. Das Pat-
ching Lemma zeigt, dass die Anzahl der Schnittpunkte eines Pfades mit einem
Liniensegment auf maximal zwei Schnitte reduziert werden kann. Das zweite
Lemma beschreibt, wie die Lénge einer Rundreise durch die Anzahl der Schnit-
te mit einem Gitter ausgedriickt werden kann.

3.1 Patching-Lemma
3.1.1 Lemma

1. Sei S ein beliebiges Liniensegment der Lénge | und 7 ein beliebiger ge-
schlossener Pfad, der S mindestens dreimal durchkreuzt. Dann gibt es auf
S Linienstiicke, deren Gesamtlinge hochstens 21 ist, sodass die Erweite-
rung von 7 um diese Linienstiicke einen geschlossen Pfad «’ ergibt, der S
hochstens zweimal durchkreuzt.

2. Es gibt einen Pfad # mit Eigenschaften aus 1), zu dem die Erweiterung
mit Linienstiicken auf S mindestens Gesamtlédnge 2/ haben muss.

Beweis: Sei t die Anzahl der Schnitte von 7 mit S und seien M7, Mo, ..., M,
diese Schnittpunkte. Eine Zerlegung von 7 an diesen Punkten ergibt die Pfad-
abschnitte Pp, Ps, ..., P,. Wir konstruieren einen Hilfsgraph G mit 2¢ Knoten,
M1 = {M{,M},...., M/} und M2 = {M{,M},....M/'}. Die Schnittpunkte M;
aus 7 werden dazu durch Kanten mit je zwei Knoten M/ und M/’ ersetzt. Die
Knotenmengen M1 und M2 sind dabei durch S getrennt, d.h. dass zum Beispiel
alle Elemente aus M1 links und alle Elemente aus M2 rechts von S liegen. Die
Knoten M, und Mj,i # j, werden miteinander verbunden, wenn in 7 eine ent-
sprechende Kante vorhanden ist. Durch den Hilfsgraph G wird gezeigt werden,
dass m so verdndert werden kann, das S hochstens zweimal geschnitten wird.
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Abb. 3.1: Ursprungsgraph  Abb. 3.2: Hilfsgraph mit eingefiigten Punkten

Da 7 ein zusammenhéngender und geschlossener Graph ist, ist auch der Hilfs-
graph GG zusammenhéngend und geschlossen. Da jeder Knoten Grad 2 hat, sind
G und 7 Fulerkreise, die das Liniensegment S genau ¢-mal schneiden(siehe Abb.
3.1 und Abb. 3.2). Durch den Hilfsgraph lisst sich ein Pfad #n’ erstellen, der ein
geschlossener Eulerkreis ist und der das Liniensegment S hochstens zweimal
schneidet. Hierzu l&sst sich ein Algorithmus angeben.

1.¢:=1

2. Entferne Kante {M/, M/} aus G

Fiige die Kanten { M/, M/ ,} und {M]', M} in G ein
Entferne Kante {M] ,, M’} aus G

5. Verbinde die maximal zwei Komponenten durch die Doppelkante { M/ ;, M] ,}

bav. {0}y, M}
6. 1:=1+2
7. Falls i <t — 2 gehe zu 2), sonst Stop

Zunéchst wird gezeigt, dass der Algorithmus einen Eulerkreis berechnet, der S
hochstens zweimal schneidet und 7 um maximal 2] verlangert.

Nach Durchfithrung von Schritt 2 ist der Pfad immer noch zusammenhéngend,
da er vorher ein Eulerkreis war und nur eine Kante entfernt wurde. Die Knoten
M/ und M} sind jetzt von ungeradem Grad. Durch das Einfiigen der Kanten
{M], M{ ,} und {M]’, M’ |} haben die beiden Knoten wieder geraden Grad,
aber M , und M\, haben jetzt einen ungeraden Grad. Durch das Entfernen
der Kante zwischen M, und M/, ; haben beide Knoten wieder geraden Grad,
jedoch zerfillt der Graph dabei in zwei Teilgraphen, in denen jeder Knoten
geraden Grad hat. Durch das Einfiigen einer Doppelkante zwischen den zwei
Komponenten bleibt der Grad der neu verbundenen Knoten gerade und der
Pfad bildet wieder einen Eulerkreis. Die Doppelkante schneidet nicht S. Daraus
folgt, dass in jedem Schleifendurchlauf die Anzahl der Schnitte mit S um zwei
reduziert wird, der Graph zusammenhingend bleibt und einen Eulerkreis bil-
det. Das Programm terminiert, sobald S nur noch maximal zweimal geschnitten
wird.

Der Algorithmus fiigt nur im dritten und im fiinften Schritt jeweils zwei Kanten
ein. In Schritt drei werden Liniesegmente eingefiigt, die den Abstand M;, M,



haben und im fiinften Schritt entspricht die Lénge der eingefiigten Linienseg-
mente M;11, M; 2. Es werden immer zwei Kanten eingefiigt, daraus ergibt sich
eine maximale Gesamtldnge der eingefiigten Kanten von 2[. Es ist zu beachten,
dass im Pfad ;r' die Kanten P, Ps, ..., P, aus enthalten sind.
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Abb. 3.3: Graph nach dem  Abb. 3.4: Graph nach dem
ersten Schleifendurchlauf zweiten Schleifendurchlauf
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Im Folgenden wird die zweite Aussage gezeigt. Es wird ein Hilfsgraph mit Pfad
7 verwendet. Der neue Hilfsgraph ist dem ersten Hilfsgraph dhnlich, 7 fehlen
aber die Kanten {M/, M!'}, also die Schnittkanten mit S. Es muss gezeigt wer-
den, dass Liniensegmente der Mindestgesamtlénge 2I eingefiigt werden miissen
um einen Eulerkreis 7’ zu konstruieren. Es ist zu beachten, dass laut Algorith-
mus nur ein Schnitt von S erlaubt ist, wenn der Ursprungsgraph eine ungerade
Anzahl von Schnitten mit S hat. Wéren die beiden durch S getrennten Seiten
durch keine oder durch zwei Kanten verbunden, dann gébe es auf beiden Seiten
von S eine ungerade Anzahl von Knoten mit ungeradem Grad. Daraus folgt,
diese Knoten kénnen nicht miteinander verbunden werden, sodass jeder Knoten
geraden Grad hat und S ein weiteres Mal geschnitten wird. Bei einer geraden

Schnittanzahl mit S berechnet der Algorithmus zwei Schnitte.
M1
S

LGl

Abb. 3.5: Pfad @ Abb. 3.6: Hilfsgraph zu 7
Daher miissen in einen Graph Liniensegmente von minestens 2/ Gesamtléinge
eingefiigt werden, um einen Eulerkreis zu erstellen, der S hochstens zweimal
schneidet.

q.e.d.
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Abb. 3.7: Drei Moglichkeiten einen Eulerkreis 7 zu berechnen.

Als néchstes soll gezeigt werden, wie die Lange einer Rundreise zu den Schnitten
mit senkrechten und waagerechten Linien eines Gitters im Zusammenhang steht.
In die Bounding-Box einer TSP-Instanz wird ein Gitter mit Kérnung 1 gelegt.
Sei 7 eine Rundreise und [ eine beliebige feste Gitterlinie, dann beschreibt ()
die Anzahl der Schnitte von 7 mit [.

3.1.2 Lemma:

Wenn der Abstand zweier beliebiger Punkte mindestens 4 ist und 7 eine Rund-
reise der Lange 7', dann gilt:

Z t(m, 1) + Z t(m, 1) <2T

lhorizontal lyertikal

Der Summenteil der Ungleichung kann als ein Pfad in der {;-Norm aufgefasst
werden, der maximal v/2 mal linger ist, als der Pfad in der lo-Norm. In der
[;-Norm wird die Zwischenknotendistanz bestimmt, indem der Pfad iiber die
Kanten eines Gitters abgegangen wird. In der lo-Norm wird der direkte Weg
betrachtet.

Sei e eine Kante aus m mit Lénge s. Seien v und v die horizontale und vertikale
Projektion von e. u + v ist die [1-Lénge und vu? + v2 die l5-Linge.

Es gilt: 0 < (u —v)? = u? — 2uv + v

< 2uw < u? + v?

S u? 4+ 2uv +v? = (u+0v)? < 2(u? +0v?)

Slel, =u+v<V2-Vu2+ 02 =2 ey,

Die linke Seite dieser Ungleichung wird fiir jede Kante e aus m um maximal
(u+1)+ (v+1) =u+ v+ 2 erhoht, daraus ergibt sich:

uFv+2< /2 (W2 +02)+2<v2-5+2<2s
q.e.d.

Nun wird das Struktur-Theorem bewiesen. Sei 7 eine optimale Rundreise mit
Kosten opt; zu einer beliebigen TSP-Instanz I, seien (a,b) beliebige Verschie-
bungen und sei ¢(m, ) die Anzahl der Schnitte des Pfades 7 mit fester Linie . Der
Beweis erfolgt, indem der optimalen Pfad 7 in einen (m,r)-leichten Salesman
Pfad transformiert wird. Die Transformation wird in Bezug auf die verschobene
Dissection vorgenommen. Diese kann anstelle des verschobenen Quadtrees ver-
wendet werden, da die Dreiecksungleichung gilt. Um die Transformation durch-
zufuhren wird ein deterministisches Programm verwendet, das die Tourkosten
leicht erhoht. Die Kostensteigerung ist nach oben beschrénkt, durch:

E, »(Belastung von ) < iG]

4c
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Um den durch die Umwandlung gegebenen Kostenzuwachs leichter zu bestim-
men, wird in die Bounding-Box von I ein Gitter mit Koérnung 1 gelegt. Die
Gitterlinien werden mit jeder Kostenerhhung der Tour , belastet“. Fiir Zufalls-
variablen X, Y gilt E(X,Y) = E(X)+ E(Y). Daraus folgt fiir die Ungleichung,
bezogen auf die gesamte normierte Rundreise in Verbindung mit Lemma 3.1.2.:

DTS TN DIV CTIENS SR
l

l lhorizontal lyertikal

Da die Zufallsvariablen nur positive Werte annehmen kénnen, kann die Mar-
koffsche Ungleichung, P(X > X+ E(X)) < 1 mit A = 2 anwenden werden:
P(Kostenerhohung > %) < 1 & P(Kostenerhshung < %) >1

Daher ist der Kostenzuwachs mit Wahrscheinlichkeit von mindestens % nicht
grofler als %. Fiir die Kosten des (m, r)-leichten Salesman Pfades in der ver-
schobenen Dissection folgt daraus, dass diese mit Wahrscheinlichkeit % hochstens
(14 L)opt; sind.

Fiir den Beweis muss nur noch angegeben werden, wie jeder optimale Pfad 7 in
einen (m,r)-leichten Salesman Pfad transformiert werden kann und dabei die
zusétzlich entstehenden Kosten auf die Kanten verteilt werden. Sei L die Grofie
der Bounding-Box 0.B.d.A. eine Zweierpotenz. Dies kann durch Skalierung auf
die néchst hohere Zweierpotenz erreicht werden. Die Bounding-Box wird in eine
Dissection unterteilt. Die Unterteilung wird solange fortgesetzt, bis Quadrate
mit Kantenlénge 1 entstehen. Das Partitionieren wird nicht gestoppt auch wenn
schon alle Punkte separiert sind. Diese Dissection deckt sich mit dem Gitter, das
zu Beginn beschrieben wurde. Da die zufillige (a, b)-Verschiebung ganzzahlig ist,
ist auch die verschobene Dissection deckungsgleich mit diesem Gitter. Den Lini-
en der Dissection kann, genau wie den Quadraten, ein Level zugeordnet werden,
in diesem Zusammenhang wird von Level-i-Linien gesprochen. Dabei ist zu be-
achten, dass ein Liniesegment von Level 7 zwei Liniensegmente von Level 7 + 1
sind. Fiir alle i > 0 existieren 2! vertikale und horizontale Level-i-Linien. Fiir die
verschobene Dissection werden die vertikalen Koordinaten einer Linie bestimmt
durch: z, = (a +p - %) (mod L) fiir p = {0,1,...,(2" — 1)}. Fiir horizontale
Linien erfolgt die Koordinatenbestimmung analog mit b.

3

2 PR S N S

3

1 Yor1 +

3 i I L
2 ¥ Ral

3

0

np/
m Portale
0 3 2 3 1 3 2 3

Abb. 3.8: Gitterlinien mit Abb. 3.9
max-Level Werten

Fiir jede Linie kann ihr max-Level bestimmt werden. Der max-Level einer Linie
ist das Kleinstmégliche i, fiir das die Linie noch eine Level-i-Linie ist(siehe Abb.
3.8).
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ML;:{0,1,....L—1} — {0,1,....,log L} ist die Definition einer Zufallsvariable
fiir eine feste vertikale Gitterlinie [, die den max-Level von [ bei horizontaler
a-Verschiebung angibt.

max-Level O(1]2]3]4].. 1 .. | logL
Anzahl moglicher

a-Verschiebungen fiir | 1 | 1 | 2|4 |8 |.. | 2! L
feste Linie [

gi—1 .
Es folgt, dass Pro(ML; = i) = { ¥ 22(1) die Wahrscheinlichkeit ist,
T '=

mit der eine feste vertikale Linie [ nach einer a-Verschiebung max-Level ¢ hat.
Analog sind die Wahrscheinlichkeiten fiir das Erlangen von einem max-Level
fester horizontaler Linien mit b-Verschiebung.

Im Folgenden wird die Umwandlung von 7 in einen (m,r)-leichten Salesman
Pfad entlang der vertikalen Linien der Dissection beschrieben. Die Umwandlung
entlang der horizontalen Linien erfolgt analog. Dass ein Pfad bezogen auf eine
vertikale Linie (m,r)-leicht ist, bedeutet:

1. Eine vertikale Linie ! mit max-Level i darf auf einem Segment y,,yp+1
hochstens r-mal geschnitten werden.

2. Schnitte auf einem Segment y,,yp+1 der Linie [ diirfen nur in m vorgege-
benen Portalen stattfinden.

Abbildung 3.9 zeigt ein Liniensegment yp, yp+1 mit max-Level ¢ und m Porta-
len. Schnitte des modifizierten Pfades mit diesem Segment diirfen nur hchstens
r-mal an Portalen passieren.
Mit dem Patching-Lemma, angewendet auf die einzelnen Segmente einer Linie
! mit max-Level ¢, konnen die Abschnitte (m,r)-leicht gemacht werden, wenn
das Liniensegment 6fter als 7-mal vom optimalen Pfad 7 geschnitten wird. Dies
kann jedoch die Gesamtkosten zu stark erhchen. Das Patching-Lemma reduziert
die Anzahl der Schnitte mit einem Segment auf hochstens zwei Schnitte, obwohl
eine Hochstanzahl von r > 2 gefordert wird. Da es in einzelnen Linienabschnit-
ten zu Haufungen von Schnittpunkten kommen kann, wird das Patching-Lemma
bottom-up fiir alle Ebenen j < i der Gitterlinie [ angewendet. Der folgende Algo-
rithmus realisiert dies deterministisch, wobei die zusiétzlich entstehenden Kosten
fiir vertikale Linien geringer sind:
MODIFY (l,4,b)
(I ist eine vertikale Gitterlinie, b ist die vertikale Verschiebung der Dissection
und 7 ist der max-Level der Linie 1)
FOR j = log L DOWNTO ¢ DO:
FOR p = 0 TO 2/ — 1 DO:

Sei I, das Liniensegment auf 1 zwischen den y-Koordinaten

(b+p-%) (mod L) und (b+ (p+1)- %) (mod L);

IF Anzahl Schnitt der Rundreise mit [, >r

THEN Wende Patching-Lemma auf [, an;

END DO

END DO
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Da Linien mit max-Level Null nicht von der Rundreise geschnitten werden,
miissen fiir die Analyse von Modify Linien mit max-Level > 0 betrachtet wer-
den. Da das Programm von der niedrigsten Ebene zu hoheren Ebenen arbeitet,
wird versucht, das Patching-Lemma in einem niedrigeren Level anzuwenden, al-
so die Anzahl der Schnitte auf moglichst kleinen Liniensegmenten auf maximal
zwei Durchkreuzungen zu reduzieren. Bei Segmenten, die durch die vertikale
Verschiebung in zwei Teile zerfallen, miissen die beiden Teile separat betrachtet
werden. Dadurch kénnen durch die Anwendung des Patching-Lemmas maximal
vier Schnitte entstehen. Die Anwendung des Patching-Lemmas kann die Anzahl
der Schnitte mit horizontalen Liniensegmenten erhdhen, dies wird zunéchst ver-
nachléssigt.

Im Folgenden wird die Kostenerh6hung durch Modify untersucht. Sei [ eine ver-
tikale Linie mit max-Level ¢ und ¢; ;(b) die Anzahl der Level-j-Liniensegmente,
bei denen das Patching-Lemma angewendet wird; es gilt j > . Fiir j < ¢ ist
¢1,;(b) = 0, das unabhéngig von ¢ ist. Damit das Patching-Lemma angewendet
wird, muss ein Liniensegment mindestens (r + 1)-mal geschnitten werden. Dar-
aus folgt, dass bei Anwendung des Patching-Lemmas mindestens r — 3 Schnitte
entfernt werden, da nur maximal 4 Schnitte bestehen bleiben. Da die optimale
Rundreise 7 die Gitterlinie { genau ¢(r,)-mal kreuzt, gilt fiir jede Gitterlinie !
mit einer b-Verschiebung;:

log L

t(m,1)
}:de%§r73
J=1
Die Kostenerhohung durch Modify kann abgeschétzt werden mit:
log!
cost (i, b) := Kostenerhshung durch MODIFY(1,1,b)< Y (¢ ;(b) -2+ &)
j=i

Die Zufallsvariable K; : 0,1,...,L — 1 — R beschreibt den Kostenzuwachs ei-
ner festen, vertikalen, a-verschobenen Linie [, der dadurch entsteht, dass der
optimale Pfad 7 so transformiert wird, dass ein beliebiges Liniensegment von [
héchstens r-mal geschnitten wird(Bedingung 1). Die Belastung von [ ist cost(i, b)
fiir jede Verschiebung bei der [ max-Level ¢ hat. Dadurch 148t sich die Belastung
einer vertikalen Linie fiir diese Verschiebungen gruppieren, da die Belastung der
vertikalen Linie unabhénging ist von dem horizontalen b-Shift.

E,(Belastung von [ durch Schritt 1)

L—1 log L
=Y 1-Ki(a)= Y Pu(ML;=1i)-cost(i,b)
—0 =
f‘lz’gl‘ i—1 0 log L log L )
= > 2T~costl(i,b) < S 2ty %ﬂb)
i=1 i=1 =i
log L 1 log L
= (§: %@ i: 9i—1 _ (§: CO;I;ZS{-,Z)) .(2]- B 1)
j=1 i=1 j=1
log L log L

<20Y b)) =20 3 a,b) < 2z
=1 =t

Die zweite Modifikation, das Fiihren des Pfades durch Portale, bewirkt auch
eine Kostenerhohung. Die Lénge eines Liniensegments mit max-Level ¢ ist QL

Jedes Segment hat m + 2 Portale, deren Abstand ) ist. Der maximale

__L
2i (m—+2



Abstand zweier Schnittpunkte auf einem Segment ist % Schneidet 7 ein

Segment, wird der Schnittpunkt auf das nichste Portal verschoben und nach
Passieren des Portales wieder auf den Pfad zuriickgefiihrt.

Abb. 3.10: Vor der Verschiebung Abb. 3.11: Nach der Verschiebung
durch ein Portal durch ein Portal

Daraus folgt, dass die Kostenerhhung pro Schnittpunkt nicht gréfier als m

ist. Sei K : {0,1,...,L — 1} — R eine Zufallsvariable fiir eine feste vertikale Li-
nie, die den Kostenzuwachs durch das Fiithren des Pfades durch Portale fiir eine
a-Verschiebung angibt.

L-1

E.(Belastung von [ durch Schritt 2) = Y 1 - K/(a)
o
< 2T (1) - sy

K2
_ t(m,0)log L t(m,l)
= Smi) = R
Die letzte Ungleichung gilt, falls m > %rlogL fiir eine Konstante k£ > 0.
Nun kann die Gesamtkostenerhohung nach oben abgeschétzt werden, indem die
Ergebnisse kombiniert werden.

Ea(Belastung von l) < Qi(jél) + t(;r;l) _ (2krk+rr(zf)3t)(7r,l) < (19k+8i)7“((7;:33))t(7r,l)
_ (19k+8)¢(m,l) < t(m,l)
- 8kr —  4c

Die zweite Ungleichung setzt fiir alle k¥ > 0 voraus, dass r > 19 und die letzte
Ungleichung gilt nur, wenn r > %. Dac>2 giltr > 19+ % > 19 fiir alle
k > 0. Daher ist die Ungleichung fiir jedes k erfiillt. Eine untere Schranke fiir r
ist daher 9% - C.

Damit der Beweis des Struktur-Theorems abgeschlossen werden kann, muss noch
gezeigt werden, in wieweit das Anwenden des Modify-Algorithmus die Schnit-
te einer festen horizontalen Linie I’ beeinflussen kann. Durch das Anwenden
des Patching-Lemmas auf eine vertikale Linie [ kann die Anzahl der Schnitte
des modifizierten Pfades mit einer horizontalen Linie I’ grofier als ¢(m,1’) sein.
0.B.d.A kann angenommen werden, dass sich die Anzahl der Schnitte nur um
maximal zwei erhoht.

Ingesamt wird also jede Linie maximal (7 + 2)-mal geschnitten und nicht r-mal,
wie gefordert. Daher wird r durch (r + 2) ersetzt.
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4 Effizienz des Algorithmus

Eine direkte Implementierung des Algorithmus ist nicht zu empfehlen, da schon
fiir kleine ¢ sehr viele Berechnungen vorgenommen und die Ergebnisse gespei-
chert werden miissen. Eine Kombination des Verfahrens mit einer branch-and-
cut Implementierung ist empfehlenswerter. Eine solche Verbindung kann genutzt
werden, um nahezu optimale Rundreisen in Graphen mit 5000 bis 50000 Kno-
ten zu berechnen. Die Idee hierbei ist, eine solche TSP-Instanz mittels divide
and conquer in kleinere Teilinstanzen zu zerlegen. Aus einer TSP-Instanz mit &
Knoten werden so 2¢ Teilgraphen, wobei jeder dieser Teilgraphen nur 2& Knoten
besitzt. Diese Teile konnen dann mit dem gegebenen Algorithmus einzeln gelost
werden.
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