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Zusammenfassung

Diese Arbeit untersucht die Zeit, die eine Nachricht ausgehend von einer Quelle benétigt
um alle Teilnehmer eines Multi-Hop Funknetzwerks zu erreichen (Broadcast). Dabei wird
davon ausgegangen, dass die Topologie der Netzwerke nicht bekannt ist und es in der
Regel keinen direkten Weg (1-Hop) von der Quelle zu allen anderen Knoten gibt. Au-
Berdem wird angenommen, dass ein Knoten nur dann eine Nachricht erhélt wenn genau
einer seiner Nachbarn diese Nachricht abschickt. Bei mehreren Sender kommt es zu einer
Kollision. Ebenfalls wird angenommen, dass die Knoten solche Kollisionen nicht erkennen
konnen, d.h. sie konnen den Fall das kein Nachbar sendet nicht von dem Fall, dass mehre-
re Nachbarn senden unterscheiden. Die Kommunikation der hier vorgestellten Protokolle
lduft synchronisiert in Zeitabschnitten ab.

Es wird ein randomisiertes Protokoll vorgestellt, dass fiir den Broadcast einer Nachricht
in eben solchen Netzwerken, mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢, O((D + log %) * logn) Zeitab-
schnitte benotigt, wobei n die Anzahl der Knoten und D der Durchmesser des Netzwerks
ist. Ferner wird bewiesen, dass fiir das Broadcasting von beliebigen deterministischen
Protokollen eine untere Schranke Q(n) fiir die Anzahl der bendtigten Zeitabschnitte exis-
tiert. Diese Schranke gilt sogar fiir Netzwerke mit Durchmesser gleich 3. Diese beiden
Ergebnisse zeigen einen exponentiellen Unterschied in der Laufzeit bei randomisierten
und deterministischen Protokollen.

1 Einleitung

Um eine Nachricht in einem Netzwerk ausgehend von einem Teilnehmer an alle ande-
ren zu verteilen (Broadcast), miissen bestimmte Besonderheiten beachtet werden, die bei der
Kommunikation in Netzen auftreten. Ein Netzwerk lédsst sich
als ungerichteter Graph G modellieren (sieche Abbildung 1) wo-
bei die Knoten den Netzwerkteilnehmern (im Folgenden auch
Prozessoren genannt) entsprechen. Eine Kante zwischen zwei
Knoten bedeutet, dass die beiden Knoten jeweils die gesende-
ten Nachrichten des Anderen empfangen konnen (in Abbildung
1 z.B. empfangen die Knoten 2 und 5 die Nachrichten von 1
und umgekehrt). An dem Beispiel ist leicht zu erkennen, dass Abbildung 1: Ein einfaches
Knoten 1 keine Nachrichten auf direktem Wege an z.B. Knoten Netzwerk als Graph




3 senden kann. Die Nachrichten miissten iiber Knoten 2 oder 5 an Knoten 3 weitergeleitet
werden. Wenn der Graph einen Durchmesser D > 1 hat spricht man von einem Multi-Hop
Netzwerk (ein Single-Hop Netzwerk wiirde einem vollstindigen Graph mit D = 1 entspre-
chen).

Damit die Nachrichten vollstdndig und korrekt empfangen werden konnen wird davon ausge-
gangen, dass alle Prozessoren eines Netzwerks ihre Sende- und Empfangstétigkeit in synchro-
nisierten Zeitabschnitten tatigen.

In einem Funknetzwerk teilen sich alle Teilnehmer dasselbe Medium (den Funkkanal). Pro-
blematisch wird es nun wenn mehrere Teilnehmer gleichzeitig versuchen eine Nachricht auf
dem Medium zu senden. Wenn zum Beispiel Knoten 2 und 5 gleichzeitig senden, kommt es
bei den Knoten 1 und 3 zur Kollision und die Nachricht wird nicht ausgeliefert. Gerade in
Funknetzwerken ist es schwierig eine Kollision von dem sténdig vorhandenen Rauschen auf
dem Funkkanal zu unterscheiden.

Um die verschiedenen Probleme die bei Netzwerken entstehen in den Griff zu bekommen,
werden Netze auch als Reihenfolge iibereinander gestapelter Schichten dargestellt. Dabei ist
jede Schicht fiir ein bestimmtes Problem zustédndig und stellt seine Dienste der néchst hoheren
Schicht zur Verfiigung. Das ISO-OSI Referenzmodell mit seinen 7 Schichten [Tanenbaum00]
ist in diesem Umfeld sehr verbreitet. Dabei finden sich die im weiteren Verlauf dieser Arbeit
besprochenen Protokolle in der 2. Schicht (Sicherungsschicht) des Modells wieder. Genauer ge-
sagt beschéftigen sie sich mit dem Problem, welches entsteht wenn mehrere Teilnehmer auf ein
gemeinsames Medium zugreifen wollen. Fiir diese Aufgabe ist eine spezielle Zwischenschicht
der Sicherungsschicht zusténdig, die MAC!-Teilschicht.

Wenn im weiteren Verlauf ein vorgestellter Algorithmus als Broadcast Protokoll bezeichnet
wird, so entspricht er folgender Definition.

Definition 1. : (Broadcast Protokolle) Ein Broadcast Protokoll fiir Funknetzwerke ist ein
Multiprozessor Protokoll, das in Zeitabschnitten (0,1,...) folgendermajSen abliuft:

1. Im ersten Zeitabschnitt (t=0) sendet ein bestimmter Prozessor, die Quelle, eine Nach-
richt.

2. In jedem Zeitabschnitt inkl. t=0, agiert jeder Prozessor entweder als Sender, Empfinger
oder ist nicht aktiv.

3. Ein Prozessor enthdlt die Nachricht im Zeitabschnitt t, genau dann wenn er in diesem
Zeitabschnitt als Empfdinger agiert und genau ein Nachbar als Sender agiert.

4. FEin Prozessor kann nur als Sender agieren, wenn er in einem vorigen Zeitabschnitt eine
Nachricht empfangen hat.

5. Der Broadcast ist vollstindig im Zeitabschnitt t, wenn alle Prozessoren die Nachricht
i etnem der Zeitabschnitte 0,..,t erhalten haben.

Die Netzwerke auf denen die vorgestellten Algorithmen arbeiten sind Multi-Hop Netz-
werke deren Topologie vorher nicht bekannt ist. In Abschnitt 2 wird eine obere Schranke fiir
einen randomisierten Broadcast Algorithmus vorgestellt und in Abschnitt 3 wird eine untere
Schranke fiir beliebige deterministische Broadcast Algorithmen gezeigt.

! Medium Access Control



2 Obere Schranke

2.1 Der Decay-Algorithmus

Die Grundlage fiir die im weiteren Verlauf dieses Abschnitts vorgestellten randomisierten
Protokolle bildet der Decay-Algorithmus (siche Abbildung 2). Dieser Algorithmus garantiert
das eine Nachricht einen Knoten v, ausgehend von d informierten Nachbarn, mit Wahrschein-
lichkeit von mindestens % erreicht. Um eine Weiterleitung der Nachricht zu erreichen, muss
nach Definition des zugrunde liegenden Modells genau einer der d informierten Nachbarn sen-
den. Fiir d > 2 miissen nun genau d — 1 Nachbarn aufhtren zu senden. Da die Topologie des
Netzwerks aber nicht bekannt ist, hat ein Nachbar auch keine Informationen iiber die anderen
Nachbarn und vor allem nicht, welche dieser Nachbarn bereits informiert sind. Somit muss ein
Knoten selbst entscheiden, ob er aufhort zu senden oder nicht, und zwar ohne Kenntnis iiber
das Netzwerk. Diese Entscheidung trifft ein Knoten durch das Werfen einer Miinze, somit
wird erreicht, dass der Knoten in jeder Runde mit einer Wahrscheinlichkeit von % aufhort zu
senden. Um im Fall d = 1 eine Weiterleitung der Nachricht zu garantieren sendet ein Knoten

zuerst die Nachricht und entscheidet dann ob er aufhort oder nicht.

Decay (k,m)
repeat hochstens k mal (k > 1)
Sende Nachricht m an alle Nachbarn
Wihle ¢ € {0,1} zuféllig und gleichverteilt
until c =0
end

Abbildung 2: Der Decay Algorithmus

Lemma 1. Seiy ein Knoten aus G und d > 2 Nachbarn von y fiihren den Decay-Algorithmus
aus. P(k,d) wird definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass y die Nachricht m innerhalb von
k Runden erhilt, bei d informierten Nachbarn. Es gilt (log = Logarithmus zur Basis 2):

(i) limy, oo P(k,d) > 3; (ii) fir k > 2logd, P(k,d) > 1;

Beweis: zu (i):
Da 0 < P(k,d) < 1 und P(0,d) = 0 gilt, und P(k,d) fiir festes d mit k& monoton steigt
(Beweis durch Induktion iiber k, intuitiv: je mehr Runden zur Verfiigung stehen, desto hoher
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nachricht an y weitergeleitet wird). Daraus folgt, dass
limy_.oo P(k,d) existiert. Wir schreiben daher P(co,d) := limy_. P(k,d)
Offensichtlich gilt:
P(k,0) = 0 [da hier kein Nachbar informiert ist]
P(1,1) =1 [da der einzige informierte Nachbar in der ersten Runde sendet]
P(1,d) = 0 fir d > 2 [da in der ersten Runde alle d Nachbarn senden und es zu einer Kollision
kommt.
Wir betrachten nun den Fall P(2,2), d.h. es sind 2 Nachbarn informiert und es stehen 2
Runden zur Verfiigung. Es kénnen die folgenden Fille auftreten.

Fall 1: 2 Nachbarn horen nach der ersten Runde auf zu senden. Dies passiert mit Wahrschein-



lichkeit i und in der noch verbleibenden Runde erhalten wir die Wahrscheinlichkeit
P(1,0)=0

Fall 2: 1 Nachbar hort auf zu senden. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesem Fall betrégt 2 i = %
und in Runde 2 gilt dann P(1,1) = 1.

Fall 3: 0 Nachbarn horen auf zu senden, was mit Wahrscheinlichkeit i passiert und fiir die
verbleibende Runde haben wir P(1,2) = 0.

Dann erhalten wir:

Fall 1 Fall 2 Fall 3 0 1 0
1 1 1 1 —— —— —— 1
P(2,2) = 1 P(1,0) + 3 P(1,1) 1 P(1,2) = Z(l -P(1,0)+2-P(1,1)+1- P(1,2)) = B
Fiir P(k,d) mit d > 2 lésst sich aus diesem Ergebnis die folgende Formel ableiten
d d d 12 1d7i
P(k,d) = ;P(z Nachbarn héren auf) - P(k —1,d — i) = z; (Z) 55 Ph-1d—i)
4 (d 4 (d
= 279P(k—1,d—i) =274 P(k—1,i
S (1) tp -1 =2 ()1

Mit Hilfe dieser Rekursion kénnen wir nun (i) beweisen. Da P(0c0,0) = 0 und P(o0,1) =1
gilt fiir d > 2:

P(oco,d) = 2—d§; <‘;Z>P(oo,¢) =274y (C;)P(oo,i)

Beweis durch Induktion iiber d (d > 2)
Induktionsstart: mit d = 2

P(x,2) = 2—2;; C) P(oo, i) = i((f) P(oo,1) + @) P(o.2) = L+ - Ploc,2) = 2

Induktionsschritt: sei d > 2. Unter der Annahme, dass P(co,7) > % fiir alle ¢ < d gilt erhalten
wir:

Plood). (2—1) = 3 (4) Ploo,i) = <f) P(oo, 1)+iH (C.Z)P(oo,i)

i1 \! Y i \!
d—1 d—1
d 2 d 2
= d+ ) P(oo,i) >d+ = ) >t -1)
1) 3 1 3
=2 2§ =2
2



zu (ii): dk| 2 3 4 5
Fiir d < 5 setzen wir die Werte einfach in die Rekursionsglei- 9 1 5 21 85
chung P(k,d) = 27434 | (‘f)P(k — 1,4) aus dem ersten Teil 2 g 23 gg
des Beweises ein. Dann erhilt man nebenstehende Tabelle und 3 1) % 18 10
wie man sieht gilt P(k,d) > 3 fir d <5 und k > 2logd. Die 4 | (¥) & 3% 289
Eintrége, die in Tabelle 2 mit (*) gekennzeichnet worden sind, 5009 ) ™ %

weisen auf unzulédssige Werte hin, da dort k < 2logd ist

Betrachte den Fall d > 6:
Sei T} 4 eine Indikatorzufallsvariable? fiir den Fall ,,Alle Nachbarn von y haben zum Zeitpunkt
t aufgehort zu senden®. Sei Ry eine Indikatorzufallsvariable fiir den Fall ,,y erhélt die Nachricht
in endlicher Zeit“. Wenn beide Ereignisse eingetreten sind, bedeutet dies, dass ¢ die Nachricht
in endlicher Zeit ¢ erhélt. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass y die Nachricht in endlicher
Zeit k erhalt (P(k,d)) groBer gleich der Wahrscheinlichkeit, dass die beiden oben genannten
Ereignisse eintreten.

Tabelle 2: Werte fiir P(k,d)

P(k,d) > Pr(RqATya) =1~ Pr(Ra) — Pr(Txa)
siehe (%) k>2logd
PN f—/Hik ) L 1
> P(co,d)—d-2 zg—d‘d zifﬁrdEG

2.2 Das Broadcast Protokoll

procedure Broadcast;
k:=2[log Al;
t == 2[log X7;
Warte bis eine Nachricht (m) empfangen wurde;
Wiederhole ¢ mal
Warte bis (Zeit mod k)=0;
Decay(k,m);

end

Abbildung 3: Die Broadcast Prozedur

Die Broadcast Prozedur aus Abbildung 3 ruft den Decay-Algorithmus mehrere Male auf
um zu erreichen, dass eine Nachricht auch wirklich mit einer Wahrscheinlichkeit von mindes-
tens § weitergeleitet wird. Sollte der Parameter k mindestens 2log d sein (siehe Teil (ii) von
Lemma 1). Da der Parameter d, also die Anzahl der informierten Nachbarn nicht bekannt ist
wird hier eine obere Schranke A angegeben, die den Eingrad® nach oben beschriinkt.

Da Lemma 1 fordert, dass die Ausfithrungen des Decay-Algorithmus synchronisiert ablaufen,
werden sie hier nur zu Zeiten gestartet, die einem Vielfachen von k (Zeit mod k) entsprechen.

Hierbei wird davon ausgegangen das die Zeit jedem Netzwerkteilnehmer bekannt ist.

2Variable die den Wert 1 annimmt wenn das Ereignis eintritt und sonst den Wert 0 hat
3der Eingrad eines Knotens ist die Anzahl der eingehenden Kanten



Bei der Ausfithrung des randomisierten Broadcast Pro-

tokolls fithrt jeder Teilnehmer des Netzwerks die Broadcast-
Prozedur aus Abbildung 3 aus und es gibt eine Quelle s, von
der ausgehend die Nachricht verbreitet wird.
Die Frage die sich nun stellt ist, in welcher Zeit und mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit die Nachricht jeden Knoten erreicht. Abbildung 4: Nachricht ,hiingt*
Zunichst einmal wird die Frage betrachtet mit welcher Wahr- bei Knoten 3 (Nicht informierte
scheinlichkeit das randomisierte Broadcast Protokoll erfolg- Knoten sind grau, informierte blau)
reich ist, also alle Knoten informiert.

Lemma 2. Wenn ein Netzwerk das randomisierte Broadcast-Protokoll ausfiihrt, gilt:

Pr(Alle Knoten erhalten m) > 1 —¢

Beweis: Wenn eine Nachricht nicht alle Knoten erreicht, heisst das, dass es mindestens
einen Knoten gibt, der nicht informiert wird. Das bedeutet, es gibt eine Stelle im Netzwerk
an der die Nachricht ,hangt“, d.h. es gibt einen Knoten der mindestens einen informierten
Nachbarn hat, selbst aber nicht informiert ist (in Abbildung 4 gilt dies fiir Knoten 4). Sei X
die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Nicht alle Knoten erhalten m*

Pr(X) = Pr(3v# s mit v hat m nicht erhalten und einer von v’s Nachbarn hat m erhalten)
< Z Pr(v hat m nicht erhalten und einer von v’s Nachbarn hat m erhalten)
v#S
< Z Pr(v hat m nicht erhalten | einer von v’s Nachbarn hat m erhalten)
v#£S
1
< e @MET <n () <

Lemma 2 sagt nur etwas iiber die Wahrscheinlichkeit aus mit der alle Knoten informiert
werden, jedoch nicht zu welchem Zeitpunkt dies passiert. Eine offensichtliche Schranke stellt
O(Dk-log %) dar, denn die Broadcast-Prozedur hat eine Laufzeit von ¢-k und wird von jedem
Teilnehmer auf dem liangsten Weg D (= Durchmesser) im Netzwerk ausgefiihrt. Das folgende
Lemma stellt eine bessere Schranke fiir die Laufzeit des randomisierten Broadcast-Protokolls
dar.

Lemma 3. Sei T'(¢) = 2D + 5,/log 2 - maz(v/D, \/log 2). Betrachte die Ausfihrung des
randomisierten Broadcast-Protokolls mit t = oo, dann g¢ilt fir alle 0 < e < 1:

(i) Sei T, eine Zufallsvariable fir die Zeit in der Knoten v die Nachricht m erhdlt. Dann
gilt Vo e V:

Pr(T, > 2[log A]-T(e)) < <
n
(i1) Sei Tpim = maz,T,, dann gilt:
Pr(Tpm < 2[log Al -T(e)) >1—¢

Der Beweis zu diesem Lemma wird im Anhang B gegeben.

Wenn man nun Lemma 2 und 3 miteinander kombiniert erhalt man:

Lemma 4. Alle Knoten erhalten die Nachricht mit Wahrscheinlichkeit > 1 — 2¢ in Zeit
2[log A] - T'(¢)



3 Untere Schranke fiir deterministisches Broadcasting

Die untere Schranke wird gezeigt, indem das Broadcasting auf einer bestimmten Klasse von
Graphen betrachtet wird und das Problem in mehreren Schritten auf ein kombinatorisches
Spiel reduziert wird.

Die betrachtete Graphenklasse C,, ist wie folgt definiert. Sei S C 1,2,...,n mit S # (). Fiir
alle Graphen Gg € C), mit Gg = (V,E) und V =0,1,2,...,n,n + 1, gilt:
E; ={(0,i):1<i<n}
Ey,={(i,n+1):i€ S}
(sieche Abbildung 5)
Dabei wird der Knoten 0 als Quelle bezeichnet und
Knoten n+1 als Senke. Man spricht hier auch von Ebe- 0 <

Ebene 1 Ebene 2 Ebene 3
1

nen. Die Quelle stellt Ebene 1 dar, die Senke Ebene 3
und die Knoten p € {1,...,n} bilden die 2. Ebene (sie-
he Abbildung 5). Ein Broadcast auf einem Graphen
aus der Klasse (), endet, wenn die von der Quelle ge-
sendete Nachricht die Senke erreicht hat.

/1IN

3.1 Reduzierung des Problems Abbildung 5: Die Graphenklasse C),

Die Reduktion erfolgt in drei Schritten. In den ersten beiden Schritten wird das Problem
zunéchst vereinfacht, um es dann im letzten Schritt als kombinatorisches Spiel, dem so ge-
nannten Hitting Game, zu formulieren. Zunéchst muss die in der Einleitung vorgestellte De-
finition von Broadcast Protokollen fiir deterministische Protokolle erweitert werden.

Definition 2. (deterministische Broadcast Protokolle) Fin deterministisches Broadcast Pro-
tokoll ist ein Broadcast Protokoll erweitert um folgende Eigenschaften

1. Die Aktion eines Prozessors in einem Zeitabschnitt wird bestimmt durch seine initiale
FEingabe (bestehend aus eigener ID und den ID ’s der Nachbarn) und den Nachrichten,
die er in vorhergehenden Zeitabschnitten empfangen hat.

2. Ein Prozessor kann die Nachricht in einem Zeitabschnitt ebenfalls erhalten, wenn er als
Empfinger agiert und mehr als ein Nachbar als Sender agiert. In diesem Fall kann die
Ubermittlung der Nachricht allerdings nicht garantiert werden.

zu Punkt 1: Anhand des Beispielgraphen aus Abbildung 1 lésst sich schnell zeigen, dass
es keinen deterministischen Algorithmus gibt, der diesen Graph ohne ID “s informieren kann.
Wenn alle Knoten den gleichen deterministischen Algorithmus ausfithren, dann senden sie
auch immer zur gleichen Zeit und es wiirde bei Knoten 3 immer zur Kollision kommen.

zu Punkt 2: Bisher wurde davon ausgegangen dass der Fall, dass kein Nachbar sendet
nicht unterschieden werden kann von dem Fall, dass mehrere Nachbarn senden. Das bedeutet
aber auch gleichzeitig dass der Fall, dass genau ein Nachbar sendet immer unterschieden
werden kann von dem Fall, dass mehr als ein Nachbar sendet. Da man nicht davon ausgehen
kann, dass dies immer moglich ist wird das Protokoll an dieser Stelle etwas ,,aufgelockert*.
Eine detailliertere Begriindung, warum diese Erweiterung notig ist wird in [BDIO3] gegeben.

Definition 3. (eingeschrinkte Broadcast Protokolle) Ein deterministisches Broadcast Pro-
tokoll 11 fiir die Graphenklasse Cy, wird als eingeschrénkt bezeichnet, wenn fiir jeden Graph



Gg € C),, und jeden Zeitabschnitt i gilt, dass im i-ten Zeitabschnitt entweder die Quelle oder
die Senke, aber niemals beide gleichzeitig aktiv sind.

Lemma 5. Wenn es ein deterministisches Broadcast Protokoll gibt, welches in t Zeitab-
schnitten auf jedem Netzwerk aus C, terminiert, dann existiert ein eingeschrdinktes Broadcast
Protokoll, das auf jedem Netzwerk aus Cy, in 2t Zeitabschnitten terminiert.

Der Beweis wird in [BDI92] im Appendix Al gegeben.

Definition 4. Der S-Indikator eines Prozessors aus der zweiten Ebenep € 1,2, .., n bezeichnet
als X}? ist 1, wenn p € S und 0 sonst.

Definition 5. (abstrakte Broadcast Protokolle) Ein abstraktes Broadcast Protokoll ist ein
Multiprozessor Protokoll, welches in Runden (1,2,3,...) folgendermaflen ablduft.

1. In jeder Runde kénnen nur Prozessoren aus der 2. Ebene als Sender agieren und ent-
weder die Quelle oder die Senke (aber nicht beide gleichzeitig) agieren als Empfinger.
Alle gesendeten Nachrichten bestehen nur aus der ID und dem S-Indikator des Senders

(P X3)-

2. Ein Prozessor (Quelle oder Senke) erhdlt die Nachricht in einer Runde garantiert, wenn
er als Empfinger agiert und genau ein Nachbar als Sender agiert. Sollten mehrere Nach-
barn in dieser Runde als Sender agieren, kann der Prozessor die Nachricht ebenfalls
empfangen (in diesem Fall kann die Ubermittlung der Nachricht allerdings nicht garan-
tiert werden). Fine Runde ist erfolgreich, wenn der als Empfinger agierende Prozessor
eine Nachricht erhalten hat.

3. Am Ende jeder Runde wissen alle Prozessoren der 2. Ebene ob diese Runde erfolgreich
war, und wen dem so ist kennen sie den Inhalt der empfangenen Nachricht.

4. Die Aktion eines Prozessors in einer Runde wird bestimmt, durch seine initiale Eingabe
(bestehend aus eigener ID und den ID “s der Nachbarn) und den Nachrichten, die er in
vorhergehenden Zeitabschnitten empfangen hat.

5. Der Broadcast ist vollstindig sobald der S-Indikator in einer erfolgreichen Runde 1 ist
(entspricht dem Fall, dass eine Nachricht von einem Prozessor aus S empfangen wurde).

Lemma 6. Wenn es ein eingeschrinktes Broadcast Protokoll gibt, das innerhalb von t Zeit-
abschnitten auf jedem Netzwerk aus C, terminiert, dann g¢ibt es ein abstraktes Broadcast
Protokoll, das auf jedem Netzwerk aus C,, innerhalb von t Runden terminiert.

Der Beweis kann in [BDI92] im Appendix A2 nachgelesen werden.

3.2 Das n-th Hitting Game

Das n-th Hitting Game ist ein kombinatorisches Spiel, welches von 2 Parteien gespielt wird,
dem Sucher und dem Schiedsrichter. Das Spiel wird auf einer nicht leeren Menge S C 1,...,n
gespielt, die nur dem Schiedsrichter bekannt ist. Der Sucher hat die Aufgaben ein Element
aus S zu treffen. Das Spiel lauft in Schritten ab und jeder Schritt ¢ besteht aus folgenden
Aktionen:

1. Der Sucher wéhlt eine Menge M; aus und zeigt sie dem Schiedsrichter



2. Der Schiedsrichter vergleicht M; mit S. Es treten folgende Fille auf

(a) |M; N S| = 1: der Schiedsrichter zeigt dem Sucher das Element M; NS und das
Spiel ist beendet

(b) |M; N S| = 1: der Schiedsrichter zeigt dem Sucher das Element M; N S ohne das
Spiel zu beenden

(c) |M;NS|# 1 und |M; N S| # 1: Der Schiedsrichter antwortet mit der leeren Menge
0

Der Sucher gewinnt das Spiel in t Schritten, wenn das Spiel im t-ten Schritt beendet wur-
de und der Schiedsrichter dem Sucher ein Element aus S iibergeben hat. Wenn der Sucher
unabhéngig von S das Spiel in t-Schritten gewinnt, dann spricht man von einer t-Schritt
Gewinner Strategie.

Lemma 7. Wenn es ein abstraktes Broadcast Protokoll gibt, das fiir alle Netzwerke aus Cp,
in t Runden terminiert, dann existiert eine 2t-Schritt Gewinner Strategie fiir das n-th Hitting
Game.

Der Beweis kann in [BDI03] in Kapitel 2.1 nachgelesen werden.

Die von dem Sucher in einer Runde ausgewihlte Menge M; entspricht den in einer Runde
sendenden Prozessoren (vgl. Definition 5, Punkt 1). Wenn der Schiedsrichter eine Antwort
gibt, dann hat genau ein Prozessor aus S oder genau ein Prozessor aus S die Nachricht ge-
sendet und wurde folglich von der Senke oder der Quelle empfangen. Wenn der Schiedsrichter
also eine Antwort gibt war die Runde erfolgreich (vgl. Definition 5 Punkt 2). Die Antwort des
Schiedsrichters entspricht Punkt 3. Die Prozessoren des Netzwerks wissen also welcher Prozes-
sor in einer erfolgreichen Runde gesendet hat, da sie nach Definition den Inhalt der Nachricht
kennen, welche wiederum nur aus Prozessor-ID und S-Indikator besteht. Die Aktionen des
Suchers entsprechen also denen eines deterministischen Algorithmus, ndmlich in jeder Runde
eine Menge von Prozessoren auszuwéhlen, die die Nachricht senden. Der Schiedsrichter ent-
scheidet anhand des zugrunde liegenden Protokolls (ein abstraktes Broadcast Protokoll) ob
eine Runde erfolgreich war und wenn ja, ob das Spiel dadurch beendet wird (und damit der
Broadcast vollstiandig ist). Im folgenden Abschnitt wird ein Algorithmus gezeigt der fiir jede
Strategie des Suchers mit nicht mehr als 5§ Schritten die Menge S so ,,gemein® wéhlt, dass
der Sucher immer verliert.

3.3 Eine untere Schranke fiir das Hitting Game

Es lisst sich zeigen, dass es eine Menge S gibt, die jede Strategie des Suchers mit & Schritten
»schlagt®. Es ldsst sich ebenfalls zeigen, dass es eine Menge S gibt fiir die der Schiedsrichter
mit der leeren Menge () antwortet, falls [M;| > 1 ist fiir alle 0 < i < 5. Daraus ergibt sich,
dass der Sucher keine neuen Informationen aus den Antworten des Schiedsrichters erhilt, da
er entweder () oder M; als Antwort erhilt. Es geniigt also eine Menge S zu finden, die alle ver-
gesslichen Strategien des Suchers schliagt. Eine vergessliche Strategie bedeutet in diesem Fall,
dass die Auswahl der M; nicht von den Ergebnissen der vorangegangenen Runden abhéngt. Es
wird nun ein Algorithmus vorgestellt, der eine Menge S mit den gewiinschten Eigenschaften
generiert. Auf Basis der Sequenz der einzelnen Rundenmengen M; wird die Anfangsmenge
S =1,2,..,n sukzessive reduziert bis folgende Bedingungen gelten. Fiir alle 1 <14 < ¢ gilt:



end;

end;

output S;

procedure findSet;
input: My, Ms,..., My;
S —1,2,..
while (es existiert ein ¢, so dass |M; N S| =1) do begin
x— M;NS,;
S 8§ —{z};
while (es existiert ein j, so dass [M; N S| = |M;| —1 > 0) do begin

L

Wihle (beliebiges) p € M; NS,
S —5—{pk

Abbildung 6: Der FindSet-Algorithmus

Bedingung 1: Wenn |M;| = 1 ist, dann gilt M; NS = (), bzw. M; C S

Bedingung 2: Wenn |M;| > 1, dann gilt [M; N.S| # 1 und |M; N S| # 1

Das folgende Beispiel soll den Ablauf des FindSet-Algorithmus aus Abbildung 6 verdeutlichen:

Beispiel 1. Sein = 6, t = 3, My = {3}, My = {3,4,5,6}, und M3 = {1,2,3} und

S =1{1,2,..,6}
My = {3} | My ={3,4,5,6} | M3 ={1,2,3} S Alktion
S

(1) | M;nS {3} {3,4,5,6} {1,2,3} {1,2,3,4,5,6} | S« S—{3}
M;nS 0 0 0 0

(2) | M;nS 0 {4,5,6} {1,2} {1,2,4,5,6} | S+« S—{2,5}
M;NS {3} {3} {3} {3}

(3) | M;nS ] {4,6} {1} {1,4,6} Se—S5—{1}
M;NS {3} (3,5} {2,3} {2,3,5}

(4) | M;nNS 0 {4,6} 0 {4,6} output S = {4,6}
M;NS {3} {3,5} {1,2,3} {1,2,3,5}

Tabelle 3: Beispielhafter Ablauf des FindSet Algorithmus

Der Algorithmus sucht zunéchst alle Mengen M; deren Schnitt mit S genau einem Element
x entspricht, in diesem Beispiel ist das die Menge M mit M1NS = {3}. Also wird das Element
{3} aus S entfernt (siehe Tabelle Zeile (1)). Dadurch wird garantiert, dass |M; N S| # 1 gilt.
Es muss allerdings auch |[M; N'S| # 1 (fiir [M;] > 1) gelten. Um dies zu erreichen, wird von
allen M; mit [M; N'S| =1 (bzw. |[M; N S| = |M;|—1 > 0) ein beliebiges Element aus M; N S
entfernt. Im Beispiel entspricht dies den Mengen Ms und M3 aus deren Schnittmenge mit S
jeweils ein beliebiges Element (in diesem Fall, 2 und 5) aus S entfernt wird (siehe Tabelle

Zeile (2)).

Abschlieend wird noch das Element {1} aus S entfernt, da M3 NS = {1}. Der



Abbildung 7: Ubertragung des Beispiels auf einen Graphen

Algorithmus gibt die Menge {4,6} aus, fiir die die Bedingungen 1 und 2 gelten. Ubertrigt
man dieses Ergebnis jetzt auf einen Graph (siehe Abbildung 7, die in einer Runde sendenden
Prozessoren sind grau hinterlegt) sieht man schnell, dass die Senke nicht informiert wird.

Das der Algorithmus fiir das Beispiel korrekt arbeitet wurde bereits gezeigt. Jetzt gilt es
noch zu zeigen, dass der Algorithmus immer die gewiinschte Menge S ausgibt.

Lemma 8. Sei S die Ausgabe des FindSet-Algorithmus. Fiir alle 1 < i <t gilt:
(1) IM;nS|#1

(2) |M;N'S| =1 genau dann wenn |M;| = 1

Beweis: Betrachte 2 Fille:

Fall 1 (M; NS =0):
Bedingung (1) gilt offensichtlich. In diesem Fall ist M; C S und |M;NS| = |M;| und Bedingung
(2) gilt ebenfalls.
Die &uflere while-Schleife bewirkt, dass |M; N S| # 1 ist und Bedingung (1) hélt. Da |M;| >
|M; N S| > 1 geniigt es zu zeigen, dass |M; N S| # 1 ist. Dazu betrachten wir 2 Félle:
M; = M; N S: In diesem Fall ist M; NS = () und Bedingung (2) folgt.
M; # M;NS: In diesem Fall ist 1 < |M;NS| = |M; — (M;NS)|. Durch die innere while-Schleife
gilt |[M; N S| # |M;| — 1 und dadurch |M; N S| # 1) O

Nun bleibt noch zu zeigen, dass der FindSet-Algorithmus auch ein nicht leeres S ausgibt.
Lemma 9. Wenn t <5 dann gibt der FindSet-Algorithmus S # 0 aus.

Beweis: Man betrachte die Anzahl der Reduzierungen der Menge S. Man sieht leicht, dass
jeder Schritt M; zu maximal 2 Reduzierungen fithren kann und zwar einmal durch die duflere
while-Schleife und einmal durch die innere. Dadurch ergeben sich also maximal 2t Reduzie-
rungen der Menge S. Eine etwas genauere Schranke l4sst sich bestimmen indem man beriick-
sichtigt, dass ein-elementige Schritte maximal zu einer Reduzierung von S fiihren kénnen
(durch die &uflere while-Schleife) und die innere while-Schleife nur fiir Schritte mit |M;| > 1
zu einer Reduzierung von S fithren kann. Dadurch ergeben sich folgende Fille:

Es ex. kein |M;| = 1: Die Menge S wird nicht reduziert und der Algorithmus gibt S =
{1,2,..,n} aus

Es ex. mindestens 1 Die Menge S wird maximal 2(t —1) +1 < n —1 (fiir t < §) mal

|M;| = 1: reduziert und S # () folgt O
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Nun kénnen die Ergebnisse aus diesem Abschnitt zusammengefasst werden. Aus den Lem-
mata 5, 6, 7, 8 und 9 folgt:

Lemma 10. Es eristiert kein deterministischer Broadcast-Algorithmus, der in weniger als g
Zeitabschnitten terminiert

Beweis: Fiir den Beweis miissen lediglich die Aussagen der Lemmata dieses Abschnitts
zusammengefasst werden.

e Sei T(n) die Anzahl der Zeitabschnitte bis das deterministische Broadcast Protokoll
terminiert

e Sei B(n) die Anzahl der Zeitabschnitte bis das eingeschrinkte Broadcast Protokoll ter-
miniert

e Sei A(n) die Anzahl der Zeitabschnitte bis das abstrakte Broadcast Protokoll terminiert

e Sei G(n) die Anzahl der Schritte die benétigt wird um das n-th Hitting Game zu ge-

winnen
Lemma 5 Lemma 6 Lemma 7 Lemma 8, 9
1 1 1 1 n
T(n)>=-B(n)>=-An)> - -G >_.2 _n
2L B> L amz tam 210 =

O

Es wurde gezeigt, dass Netzwerke existieren auf denen eine deterministische Zeitschranke

von §(n) fiir das Broadcasting-Problem existiert, wohingegen es einen randomisierten Algo-
rithmus gibt, der das Problem in O(logn) Zeit 16st.

4 Anhang
A  Chernoff-Schranke

Sei Y; eine unabhiingige Zufallsvariable mit Y; € {0,1} fir e <1 und Y = Zle Y;, dann gilt:

PT<Y< (1—6)-E[Y]> < e3¢ E]

B Beweis zu Lemma 3

Beweis: zu (i) Sei Dist; eine Zufallsvariable, die die Lange des kiirzesten Weges von der
Menge der in Runde ¢ informierten Knoten (diejenigen, die Nachricht m bereits erhalten
haben) zu Knoten v beschreibt. Eine Runde bezeichnet in diesem Fall eine der ¢ synchro-
nisierten Ausfithrungen des Decay-Algorithmus in dem randomisierten Broadcast Protokoll.
Daraus folgt, dass eine Runde 2[log A] Zeitabschnitte benstigt. Da zum Zeitpunkt ¢ = 0 nur
die Quelle informiert ist, gilt Disty < D.

Lemma 1 (ii) besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten von seinen (bereits in-
formierten) Nachbarn die Nachricht erhilt > % ist. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
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Dist; innerhalb einer Runde um 1 verkiirzt wird ebenfalls > % (unter der Voraussetzung, dass
Knoten v nicht bereits informiert ist also Dist; # 0 ist).

P’I"(Disti — DZ'StZ'+1 =1 | Disti 7& 0) Z

N =

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten Nachricht m nicht innerhalb von T'(e) -
2[log A] Zeitabschnitten erhilt, also Pr(Distp( > 0).

T(e)—1 T(e)—1
PT(DiStT(E) > 0) = PT‘( Z (Disti — Disti_H) < DiSto) < PT’( (Disti — Disti_H) < D)
=0 =0

Um diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Chernoff-Schranke (Anhang A) berechnen zu
konnen wird zunéchst die Zufallsvariable x; = Dist; — Dist; 1 eingefithrt. Man beachte, dass

Pr(x; = 1) > 3 und damit E[ZiT:(S)_l Xi| > @ ist. Weiterhin wird D = (1 —¢) - E[>.F_, V]
gesetzt, daraus folgt e = 1 — :%(DE). Zur weiteren Vereinfachung sei M (e) = |/log =

1 T(e)—1 _(1—2D y2.T(e)
pr< 3 Xi<D) < e 3EEISIO Nl < -2 TS
=0
7( 5M (¢)-max{vD,M(c)} )2.2D+5]M(e)<max{\/5,]\/1(é)}
< e 2D+5M (e)-max{v/D,M(e)} 4
_25M(e) . max{D,M(e)?}
< e 4 2D+5M (€)-max{VD,M(e)}
25M(e) 1
< e a o mE <9 MO Zg-logl _ €
n

zu (ii):

Pr(Tpim < 2[log Al -T(€)) =1— Pr(T, > 2[log A] - T'(¢)) und (ii) folgt.
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