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Zusammenfassung

Der hier vorgestellte AlgorithmusMp∗ löst jedes wohl-definierte
Problemp∗. Die Laufzeit beträgt dabei asymptotisch nur das 5
fache der Zeit des „schnellsten“ Algorithmus plus einiger additi-
ver Terme niedriger Ordnung. Der AlgorithmusMp∗ verteilt dabei
die Rechenresourcen optimal an 3 Teilprogramme: Suche nach
Algorithmen, die das Problembeweisbarlösen, Evaluieren der
Laufzeitschranken, Simulation des schnellsten Algorithmus. Da-
bei wird ausgenutzt, dass die Menge der korrekten Beweise auf-
gezählt werden kann.
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1 Einleitung und Hauptergebnis

Das Suchen und Finden von schnellen Algorithmen ist eine schwierige Aufgabe. Oft
wird versucht schnelle auf Probleme oder Problemklassen zugeschnittene Algorith-
men zu konstruieren. Die meisten Probleme lassen sich allerdings darauf reduzieren,
dass für eine gegebenen Wertx∈ X ein dazugehöriger Werty∈ Y berechnet werden
soll. Ein Algorithmus für solche Probleme muss also im Wesentlichen eine Abbildung
f : X 7→Y berechnen.f kann dabei durch eine formale logische oder mathematische
Spezifikation gegeben sein.f kann allerdings auch in Form eines Algorithmus gege-
ben sein.

Ideal wäre es, den schnellsten Algorithmus für ein Problem zu finden. Allerdings zeigt
Blum’s Speed-Up Theorem [1] [2], dass nicht immer ein schnellster Algorithmus exi-
stiert. Blum’s Speed-Up Theorem sagt im Wesentlichen aus, dass ein Problem existiert
für das eine Folge immer schneller werdender Algorithmen existiert.

Hier wird nun ein Algorithmus von Marcus Hutter vorgestellt, der nur Algorithmen
untersucht, die beweisbar ein gegebenes Problem lösen und eine effizient berechenba-
re Laufzeitschranke aufweisen. Es gilt folgendes:

Theorem 1.1. [3, THEOREM 1]
Seip∗ eine formale Spezifikation oder ein Algorithmus anhand dessenp∗(x) zu berech-
nen ist. Sei nunp ein Algorithmus für denbeweisbar∀x : p(x) = p∗(x) undtimep(x)≤
tp(x) gilt. Dann berechnet der AlgorithmusMp∗ den Wertp∗(x) in Laufzeit

timeMp∗(x)≤ 5· tp(x)+dp · timetp(x)+cp

wobei die Konstantencp unddp von p abhängen, aber nicht vonx.

Der Ausdrucktimef (x) bezeichnet dabei die tatsächliche Laufzeit die benötigt wird,
um die Funktionf an der Stellex oder den Algoerithmusf für Eingabex auszuwerten.
Die Funktiontp berechnet also obere Schranken für die Laufzeit des Algorithmusp.

Das Theorem sagt aus, dass egal mit welchem (noch so schnellem) Algorithmusp
manMp∗ vergleicht,Mp∗ asymptotisch maximal5-mal so langsam ist. Allerdings muss
man besonders auf den Begriff „beweisbar“ achten, denn dahinter verbergen sich Ein-
schränkungen, die in Kapitel 4 näher erläutert werden. In der Summe taucht außerdem
der Termtimetp(x) auf, also die Laufzeit um die Laufzeitschranke vonp zu berechnen.
Diese Laufzeit könnte asymptotisch schneller wachsen alstp(x). Es genügt allerdings,
wenntp(x) nur eine obere Schranke für die Laufzeit vonp ist, und diese sollte effizient
zu berechenen sein. Außerdem wird davon ausgegangen, dass Laufzeitschranken für
praktische Probleme effizient berechnet werden können, so dass die Funktiontimetp(x)
asymptotisch schwächer wächst, alstimep(x).

Der praktische Nutzen vonMp∗ wird etwas durch die Konstantecp gemindert. Die-
se kann recht gross werden, und damit schlägt das asymptotische Laufzeitverhalten
vonMp∗ erst recht spät durch. Die Konstantecp wird in Kapitel 5 genauer abgeschätzt.
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2 Speed-Up AlgorithmusSIMPLE

Einleitend sei hier ein Beispiel eines Speed-Up-Algorithmus gegeben. Der Algorith-
mus SIMPLE ist ein Speed-Up-Algorithmus für Invertierungsprobleme. Ein Invertie-
rungsproblem besteht darin, zu einer Funktiong : Y 7→ X und einem vorgegebenen
x ∈ X ein y ∈ Y zu finden, welches die Gleichungg(y) = x erfüllt. g muss dabei in
Form eines Algorithmus gegeben sein.

Um nun die Funktiong zu invertieren, führtSIMPLE alle Algorithmen parallel aus.
Um alle Algorithmen aufzählen zu können, genügt es eine Gödelisierung zu kennen.
Es ergibt sich die Aufzählung(pk)k∈N aller Algorithmen.SIMPLE führt nun in jedem
zweiten Rechenschrittp1 aus, p2 in jedem zweiten Schritt der übrigen unbenutzen
Schritte,p3 wieder in jedem zweiten Schritt der unbenutzen Schritte, usw. — es ergibt
sich folgendes Schema: 12131214121312151213121412131216...

Die Algorithmenpk werden also jeweils mit dem Bruchteil2−k der gesamten Rechen-
zeit simuliert. Hält einer der Algorithmenpk mit Ausgabeyk, so wird dieses Ergebnis
zuerst aufg(yk) = x getestet. Eine Überprüfung ist nötig, da natürlich die Ausgabe
irgendeinesAlgorithmus pk auchirgendetwassein kann und nicht notwendigerwei-
se eine Lösung des Invertierungsproblems darstellt. Bei dem ersten korrektenyk hält
SIMPLE.

Lemma 2.1. [4, SEITE 503] Exitsiert eink, so dass der Algorithmuspk die Funktion
g in Laufzeitt(x) invertiert, so invertiertSIMPLE die Funktiong in Laufzeitc · t(x) ∈
O (t(x)). Die Konstantec hängt dabei nur vonk ab.

Der AlgorithmusSIMPLE ist also asymptotisch genauso schnell, wie jeder andere
(noch so schnelle) Algorithmuspk, schließlich simuliertSIMPLE irgentwann den Algo-
rithmuspk, allerdings mit nur dem Anteil2−k der gesamten Rechenzeit.pk wird dabei
erst ab dem2k−1-ten Schritt vonSIMPLE simuliert. Dazu kommt noch eine Überprü-
fung des Ergebnisses vonpk und damit ein Aufruf vong. Es ergibt sich daraus in etwa
die Laufzeit:

2k · timeg◦pk(x)+2k−1

= 2k · (timepk(x)+ timeg(pk(x)))+2k−1

≤ 2k · (timepk(x)+ timeg(pk(x))+1)
= 2k · (t(x)+ timeg(pk(x))+1)

Es wird außerdem davon ausgegangen, dass die Überprüfung eines Ergebnisses durch
den Aufruf vong effizienter möglich ist, als das Invertieren der Funktion durchpk.
Daher wirdtimeg(pk(x))+ 1≤ t(x) angenommen und es bleibt im Wesentlichen wie
im Lemma behauptet die Laufzeit2k+1 · t(x) ∈ O (t(x)).

3 Anwendbarkeit von Mp∗

Als Beispielanwendung vonMp∗ soll hier das Beispiel der Multiplikation zweiern×n-
Matrizen dienen. Dieses Beispiel wurde gewählt, da es sich nicht um ein Invertierungs-
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problem handelt. Matrixmultiplikation lässt sich auch nicht sinnvoll in ein solches um-
wandeln, da die Überprüfung der Lösung das Berechnen der Lösung voraussetzt.

Für Matrixmultiplikation gibt es einen Trivialalgorithmusp. Dieser benötigt maximal
die Laufzeit2n3 ∈O

(
n3

)
. Dieser kann auch als Spezifikationp∗ des Problems dienen.

Es existiert allerdings auch ein Algorithmusp′ zur Matrixmultiplikation mit Laufzeit
c·n2.81∈ O

(
n2.81

)
. Die Konstantec ist allerdings so gross, dass dieser Algorithmus in

der Praxis nur für sehr großen angewendet werden kann.

Nach Theorem 1.1 istMp∗ maximal 5-mal langsamer als der Algorithmusp′. Theo-
rem 1.1 kann allerdings erst angewendet werden, nachdem man sich klar gemacht hat,
dass die Funktiontp′(x)≥ c·n2.81durch runden und abschätzen effizient zu berechnen
ist. Allerdings ist der Faktorc in der Laufzeit fürp′ so hoch, dassp′ in der Praxis kaum
benutzt wird, da der Algorithmusp mit der LaufzeitO

(
n3

)
für kleinen schneller ist.

Darüber hinaus macht es wenig SinnMp∗ zu benutzen, da der Algorithmusp′ bereits
bekannt ist.

Es besteht natürlich immernoch die Möglichkeit, dass ein Algorithmusp′′ existiert,
der geringere Laufzeit (z.B.O

(
n2 log(n)

)
) benötigt, als der Algorihtmusp′. Mp∗ wäre

auch in Bezug auf diesen Algorithmus maximal5-mal langsamer. Allerdings können
Konstantencp unddp in der Laufzeit vonMp∗ so gross werden, dass sich der Einsatz
Mp∗ erst für sehr großen lohnt. Allerdings hat sich schon bei anderen Speed-Up Al-
gorithmen wie Levin Search gezeigt, dass diese erfolgreich implementiert und genutzt
werden können [5] [6].

4 Der Algorithmus Mp∗

Der AlgorithmusMp∗ iteriert nicht wieSIMPLE über eine Aufzählung aller Algorith-
men, sondern über eine Aufzählung aller (korrekten) Beweise in einem formalen axio-
matischen System. Dies mag komisch erscheinen, da bekannt ist, das Computer bzw.
Turingmaschinen keine Beweise herleiten können (Unentscheidbarkeit der Arithme-
tik, Gödelscher Unvollständigkeitssatz [7,S. 221–225]). Man muss sich allerings klar
machen, dass Beweise verifiziert werden können. Dazu wird ein Beweis als Binärstring
(z.B. Textdatei) aufgefasst, der aus einer Folge von entsprechend kodierten Formeln
besteht. Ein Beweis kann nun auf seine Korrektheit bezüglich eines formalen axio-
matischen Systems überprüft werden. Dieses besteht aus einem formalen logisches
System (∀,λ,yi ,ci , fi ,Ri ,→,∧,=, . . .), einer Menge von Axiomen sowie einer Menge
von Schlussregeln.

Als Beispiel eines Systems vom Axiomen sollen hier die natürlichen Zahlen dienen.
Im Jahr 1889 wurden die folgenden Axiome erstmals von Giuseppe Peano angegeben.
Das Peanosche Axiomensystem für die natürlichen Zahlen [8] lautet:

• 1 ist eine natürliche Zahl

• Zu jeder natürlichen Zahl gibt es genau eine andere natürliche Zahl, die ihr
Nachfolger ist
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• 1 ist kein Nachfolger einer Zahl

• Verschiedene Zahlen haben stets verschiedene Nachfolger

• Für eine beliebige Eigenschaft der natürlichen Zahlen gilt:
Hat die1 diese Eigenschaft, und hat für jede natürliche Zahl, die diese Eigen-
schaft besitzt, auch ihr Nachfolger diese Eigenschaft, so haben alle natürlichen
Zahlen diese Eigenschaft

Das letzte Axiom ist das Induktionsaxiom, welches die Grundlage für die Beweisme-
thode vollständige Induktion bildet. Aus diesem Axiomensystem gehen allerdings we-
der die Addition noch Multiplikation hervor. Diese müssen separat definiert werden.
Auch die Darstellung der natürlichen Zahlen (1,2,3, . . . ,10,11, . . .) als Dezimalzah-
len muss gesondert definiert werden, um Dezimalzahlen in den Beweisen benutzen
zu können. Dazu kommen Axiome und Regeln für Quatoren und Operatoren wie z.B.
∀,∃,=, 6=,>,<. Weitere Regeln können dem System hingefügt werden, solange diese
keine Widersprüche erzeugen.

Um einen Beweis zu verifizieren überprüft die Maschine einfach, welche der gülti-
gen Regeln von Formel zu Formel angewendet wurde. Ist der Beweis zu kompliziert
aufgeschrieben, d.h. wurden mehrere Regeln auf einmal angewendet, so wird der selbe
Beweis inklusive zusätzlicher Zwischenschritte unter den längeren Binärstrings wieder
auftauchen und gefunden. Somit liefert das Verifizieren aller Binärstrings eine Aufzäh-
lung aller korrekten Beweise.

Algorithmen werden innerhalb der Beweise ebenfalls als Binärstrings (z.B. Quelltext)
dargestellt. Dies ist kein Problem, denn eine universelle TuringmaschineU berechnet
bei Eingabe des Algorithmusp in Form eines Binärstrings genau dieselbe Funktion
wie der Algorithmusp.

Für das logische System muss außerdem gelten:

• Es kann ein Prädikatudefiniert werden, so dass die Formel∀x : u(p,x)= u(p∗,x)
für zwei Algorithmenp und p∗ genau dann gilt, wenn∀x : U(p,x) = U(p∗,x)
gilt bzw. wennp dieselbe Funktion berechnet wiep∗

• Ein Prädikattm kann definiert werden, so dass die Formeltm(p,x) = n genau
dann gilt, wenn die Laufzeit von U(p,x) genaun ist (timeU(p,x) = n)

Algorithmus Mp∗

InitialisiereL :=∅, t f ast := ∞, pf ast := p∗.
Starte Algorithmen A und B mit jeweils 10% der Rechenzeit.
Starte Algorithmus C mit 80% der Rechenzeit.

Der AlgorithmusMp∗ startet seine 3 Teilalgorithmen, nachdem er3 globale Variablen
initialisiert hat.L ist die Liste der bisher gefundenen Algorithmen inkl. deren Laufzeit-
schranken.t f ast ist die Laufzeitschranke des bisher schnellsten Algorithmuspf ast.
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Algorithmus A
für i := 1,2,3, . . . tue

Nehmei-ten Binärstring.
wennder Binärstring ein korrekter Beweis ist,dann

Isoliere letzte Formel im Beweis.
Hat die Formel die Form∀x : u(p,x) = u(p∗,x)∧u(tp,x)≥ tm(p,x) ?
(für beliebige Binärstringsp undtp)
wenn ja, dann

Füge(p, tp) der MengeL hinzu.
Ende

Ende
Ende

Der AlgorithmusA nimmt nun der Reihe nach alle Binärstrings und sucht die korrek-
ten Beweise heraus. Er zählt also alle korrekten Beweise auf. Wird dann der Beweis
gefunden, dass ein Algorithmusp, dessen Laufzeit durch die Funktiontp beschränkt
ist, die selbe Funktion berechnet wiep∗, dann wird dieser der ListeL hinzugefügt.

Algorithmus B

für alle (p, tp) ∈ L tue
StarteU(tp,x) parallel mit Bruchteil2−l(p)−l(tp) der Rechenzeit.
wennU für ein tp mit U(tp,x) < t f ast hält,dann

Setzet f ast := U(tp,x).
Setzepf ast := p.

Ende
Ende

Der AlgorithmusB rechnet mit Hilfe der Funktionentp die Laufzeitschranken aller
gefundenen Algorithmenp für die Eingabex parallel aus.B wartet dabei unter Um-
ständen aufA, wenn noch keine Algorithmen gefunden wurden. Je länger die Algo-
rithmen und deren Laufzeitschrankenfunktion sind, desto weniger Rechenzeit wird
der Berechnung zugeteilt. Sobald eine Laufzeitschranke berechnet wurde, wird diese
mit t f ast verglichen. Falls ein neuer schnellster Algorithmus gefunden wurde, wer-
dent f ast und pf ast entsprechend neu gesetzt. Es ist zu beachten, dass nicht mehr als
100% Rechenzeit vergeben werden kann. Daher muss die Kraft’sche Ungleichung
∑(p,tp)∈L 2−l(p)−l(tp) erfüllt sein [9]. Dies lässt sich allerdings leicht durch die Verwen-
dung von Präfix Codes erreichen.

Der AlgorithmusC simuliert den bisher schnellsten gefundenen Algorithmus maximal
k Schritte lang. Hat der Algorithmus nach weniger alsk Schritten gehalten, so werden
die AlgorithmenA und B beendet, und das endgültige Resultat liegt vor. Ansonsten
wird k um den Faktor2 erhöht und die Schleife nocheinmal durchlaufen.
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Algorithmus C
für k := 1,2,4,8,16,32, . . . tue

Weise Variablep aktuellespf ast zu.
FühreU(p,x) für k Schritte aus.
wennU(p,x) in weniger alsk Schritten gehalten hat,dann

StoppeA undB.
Gebe ResultatU(p,x) zurück.

Ende
Ende

5 Laufzeitanalyse

Seipein Algorithmus der beweisbar (bzgl. des formalen axiomatischen Systems) äqui-
valent zup∗ ist, und dessen Laufzeittimep dabei ebenfalls beweisbar durch die Funk-
tion tp beschränkt ist.

Algorithmus A ) Sei b die Länge des kürzesten Beweises, der fürp und tp gefun-
den werden kann. Um einen Beweis der Längeb aufzuschreiben (nicht herleiten!)
braucht man lediglichO (b) viele Rechenschritte. Um diesen Beweis der Längeb auf
Korrektheit zu überprüfen, muss man im Wesentlichen überprüfen, welche Formeln
Axiomen entsprechen und ob die Schlussregeln korrekt angewendet wurden. Dies ko-
stetO

(
b2

)
Rechenschritte. Es gibt2b+1-viele Beweise der Länge≤ b. Daher benötigt

der AlgorithmusA maximal2b+1 ·O (
b2

)
Rechenschritte, bis er auf den Beweis fürp

undtp trifft. Da A allerdings nur 10% der Rechnzeit vonMp∗ bekommt, halten wir die
Laufzeit wie folgt fest:

TA ≤ 10·2b+1 ·O (
b2)

Algorithmus B ) Um tp(x) zu berechnen, werden nach Definitiontimetp(x) viele Re-
chenschritte benötigt. Für diese Berechnung steht weiterhin nur der Bruchteil2−l(p)−l(tp)

der Rechenzeit zur Verfügung. Weiterhin mussB auf AlgorithmusA warten, bis dieser
tp überhaupt zuL hinzugefügt hat. Halten wir die Laufzeit daher wie folgt fest:

TB ≤ TA +10·2l(p)+l(tp) · timetp′ (x)

Algorithmus C ) Die Lauffzeit vonC ist entscheidend für die Laufzeit vonMp∗ , denn
erst wennC beendet wird, werden auchA undB beendet.C berechnet darüber hinaus
die eigentliche Ausgabe. Um nun die Laufzeit vonC abschätzen zu können, müssen
die folgenden Fälle betrachtet werden:

• Es wurde ein anderer schneller Algorithmusp′ gefunden, wodurchC hält, bevor
B die Berechnung vontp(x) abgeschlossen hat. Es gilt dann:
TC ≤ TB

• Die Schleifenvariablek habe den Wertk0 undC simuliert in diesem Durchgang
einen vonp verschiedenen Algorithmusp′, währendB mit der Berechnungtp(x)
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Abbildung 1: Dieses Schaubild zeigt den Verlauf einer Ausführung von
Mp∗ . Die horizontale Achse beschreibt dabei die vonMp∗ konsumierte
Rechenzeit. Die vertikale Achse bemisst die verschiedenen auftreten-
den Laufzeiten. Die untere dunklere gepunktete Stufentreppe stellt den
Inhalt vont f ast dar. Die hellere gestrichelte Stufentreppe zeigt die Lauf-
zeit des gerade vonC ausgeführtenp. Die Beschriftung der horizontalen
Achse zeigt auch dask an, welchesC gerade benutzt. Aus der Simula-
tion vonk Schritten des aktuellenpf ast ergibt sich die Sägezahnkurve.
Klar ist, dassMp∗ spätestens hält, wenn sich die gestrichelte Linie und
die Sägezahnkurve schneiden. Da diet f ast allerdings nur obere Schran-
ken darstellen, kannMp∗ wie in diesem Beispiel auch früher halten.

fertig wird undt f ast sowiepf ast entsprechend setzt. Es gilt dannk0 ≤ 80%·TB.
Wenn nunC nach diesem Durchgang hält, dap′ terminierte, dann gilt:
TC ≤ 2

80%k0 ≤ 2TB

• WennC allerdings im Durchgangk0 nicht hält, aber2k0 ≥ t f ast gilt, dann wird
die Simulation vonp beim nächsten Durchgang halten. Es gilt danntimetp(x)≤
t f ast≤ 2k0 und damit:
TC ≤ 4

80%k0 ≤ 4TB

• Wenn nicht2k0 ≥ t f ast gilt, dann warten wir aufk > k0 mit 1
2k≤ tp(x) < k. Es

gilt daher80%·TC ≤ 2k≤ 4t f ast≤ 4tp(x) und damitTC ≤ 5tp(x)
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Die 4 Fälle zeigen, dass die Laufzeit vonC und damit die Laufzeit vonMp∗ nach oben
durch4TB sowie5tp(x) beschränkt ist. Es gilt damit:

timeMp∗ (x) = TC

≤ max{4TB,5tp(x)}
≤ 4TB +5tp(x)
≤ 5tp(x)+dp · timetp(x)+cp

mit dp = 40·2l(p)+l(tp) und cp = 40·2b+1 ·O (
b2

)
, wobeib die Länge des kürzesten

Beweises fürp und tp ist. dp undcp hängen nebenp auch vonp∗ ab, allerdings wird
p∗ als gegebene Konstante betrachtet und nicht als Paramter. Daher können diese bei
asymptotischer Betrachtungen der Laufzeit vernachlässigt werden.

Dadurch, dass hier und in Theorem 1.1 aufbeweisbaräquivalente Algorithmen ein-
geschränkt wurde, ist sichergestellt, dass der AlgorithmusMp∗ den Algorithmusp ir-
gentwann findet. Die hier errechnete und in Theorem 1.1 angegebene Laufzeit vonMp∗

ist dabei die maximale Laufzeit, dieMp∗ zum Finden und Anwenden vonp benötigt.

6 Schlussfolgerungen

Der AlgorithmusMp∗ kombiniert 3 Verfahren:

1. Suche in der Menge der korrekten Beweise nach Algorithmen und deren Lauf-
zeitschrankenfunktion

2. Suche des schnellsten Algorithmus durch Berechnen der Laufzeitschranken

3. Stückweise Simulation des bisher schnellsten gefundenen Algorithmus

Dabei wird die Rechnzeit so geschickt verteilt, dass die in Kapitel 4 errechnete Laufzeit
möglich wird.Mp∗ lässt sich dabei nicht wieSIMPLE nur auf Invertierungsprobleme
anwenden, sondern auf alle Probleme der Formf : X 7→Y. Der AlgorithmusMp∗ ist
also ein sehr allgemeiner Speed-Up Algorithmus.
Bei der Berechnung der LaufzeitMp∗ wurden großzügige Annahmen über das zugrun-
deliegende Rechenmodell gemacht.Mp∗ führt massiv Teilprogramme parallel aus, was
allerdings in der Praxis zu Performanceverlust führen würde. Dem kann entgegen ge-
wirkt werden, indem die Teilprogramme nicht parallel, sondern nacheinander ausge-
führt werden: jedes Programm erst1, dann2, dann4,8,16,32, . . . Schritte. Dies erhöht
die Laufzeit des Algorithmus B auf das 4-fache.

Mp∗ lässt sich allerdings wegen der hohen Konstantendp und cp nur sehr schwer in
der Praxis nutzen. Allerdings macht die Tatsache Mut, dass sich andere Algorithmen
wie Levin Search trotz großer Faktoren umsetzen ließen [5] [6].

Darüberhinaus ist das formale axiomatische System auschlaggebend dafür, welche Al-
gorithmenp der AlgorithmusMp∗ finden kann und für welchep das Theorem 1.1 gilt.
Das formale System muss also gut gewählt werden.
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