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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Approximierbarkeit des Halteproblems unter-
sucht. Dazu werden zwei Godelisierungen fiir die simple aber dennoch
turingvollstandige Programmiersprache BF vorgestellt. Bei beiden Go6-
delisierungen ist die Konvertierung zwischen Quelltexten und Godel-
nummern in Polynomialzeit moglich. Eine der beiden Gddelisierungen
ist fir die Praxis besonders relevant. Von ihr kann gezeigt werden, dass
sie — im Gegensatz zur anderen — dicht ist. Daraus folgt, dass hier das
Halteproblem nicht einmal approximativ geldst werden kann.
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1 Einleitung

Eine zentrale Thematik der Informatik ist das Halteproblem. Gegenstand des Haltepro-
blems ist es, zu entscheiden, ob das durch die Eingabe reprasentierte Programm halt oder
nicht. Ein Algorithmus, der das Halteproblem I6st, kdnnte die Qualitat von Software stei-
gern, indem keine Programme ausgeliefert werden, die potentielle Endlosschleifen enthal-
ten. Es ist aber bekannt, dass es keinen Algorithmus gibt, der das Halteproblem fur alle
Eingaben entscheidet. Dennoch kdnnten Approximationen des Halteproblems existieren.
Approximation ist hinsichtlich Entscheidungsproblemen so zu verstehen: ein Algorithmus,
der das Halteproblem approximiert, darf bei einem gewissen Teil der méglichen Eingaben
ein falsches Ergebnis liefern, d.h. eine Eingabe wird akzeptiert statt abgelehnt oder umge-
kehrt. (Tatsachlich Iasst sich stets ein einseitiger Fehler erreichen.)

Die erreichbare Approximationsgute, d.h. der prozentuale Anteil an Fehlern, hangt aber
stark von der gewahlten Godelisierung ab. So kann eine Godelisierung so gewahlt sein,
dass der Anteil an entscheidbaren Programmen Uberwiegt.

Schindelhauer und Jakoby fiihren 1999 in ihrer Arh€ite Non-Recursive Power of Er-
roneous Computationfl] den Begriff der Dichtheit ein. Aus der Dichtheit einer Gdde-
lisierung folgt eine konstante untere Schranke fur die Fehlerrate der Approximation des
Halteproblems. Schindelhauer und Jakoby weisen auch darauf hin, dass gangige Program-
miersprachen dicht seien, geben allerdings kein Beispiel/Beweis fiir eine entsprechende
konkrete Godelisierung an.

In Kapitel 3 dieser Arbeit werden zwei Godelisierungen fir die turingvollstandige Pro-
grammiersprache BF (siehe Kapitel 2) vorgestellt: eine recht naheliegende, naive Godeli-
sierung und eine sogenannte praktische Godelisierung, die nur syntaktisch korrekten Pro-
grammtexten eindeutig eine Zahl zuordnet. Die letztere Godelisierung ist deswegen beson-
ders relevant fir die Praxis, da sowieso nur syntaktisch korrekte Programme untersucht
werden missen.

Fur beide Godelisierungen werden Polynomialzeitalgorithmen zur Konvertierung zwischen
Programmtexten und Godelnummern vorgestellt. In Kapitel 4 wird sich herausstellen, dass
die praktische Godelisierung dicht ist und damit eine konstante untere Schranke fir die
Fehlerrate der Approximationen des Halteproblems existiert. Die naive Gddelisierung ist
hingegen nicht dicht; dieser ,Vorteil* ist in der Praxis aber nicht von Nutzen. Somit ist das
Halteproblem nicht approximierbar.

2 Die Programmiersprache BF

Die Programmiersprache BF (BrainF**k) wurde 1993 von Urban Miiller entwickelt. Es
gibt lediglich8 Befehle, die jeweils durch ein Symbol aus dem Alphdket, +,-,. ,, ,[,] }
reprasentiert werden. Die Befeljlaund] sind zugleich Klammersymbole mit denen ein-
fache Schleifen realisiert werden kénnen.

An Speicher steht einem BF-Programm ein Arbeitsband zur Verfligung, welches aus Zellen
besteht, die Werte zwisché&hund 255 speichern kénnen. Das Band ist dabei nach beiden
Seiten unbeschrankt. Einem BF-Programm stehen also beliebig viele Zellen auf dem Band
zur Verfugung. Allerdings kann immer nur die Zelle gelesen bzw. beschrieben werden, die
sich unter dem Lese-/Schreibkopf befindet. Dieser Lese-/Schreibkopf kann von einem BF-
Programm in beide Richtungen des Bandes verschoben werden.

Zwei der BF-Befehle sind explizit fir die Eingabe und die Ausgabe zustandig. Der Wert
der Zelle unter dem Kopf des Ausgabebandes kann entweder mit einem Eingabewert Giber-
schrieben oder ausgegeben werden.

Wird ein Programm gestartet, so ist in allen Zellen des Arbeitsbande® gjespeichert.

Die Ausfuhrung beginnt bei dem ersten Befehl des BF-Programms. In der Regel wird nach



der Ausfiihrung jedes einzelnen Befehls zum nachfolgenden Befehl gesprungen. Ausnah-
men bilden hier nur die Klammersymbole. Ein BF-Programm terminiert, sobald hinter den
letzten Befehl des BF-Programms gesprungen wird.

Die Syntax von BF-Programmen ist einfach. Die einzigen Anforderungen an syntaktisch
korrekte BF-Programme sind:

e das Programm darf nur d&eSymbole des Alphabets enthalten
¢ die mit den beiden Klammersymbolen gebildete Klammerung muss korrekt sein

Mit einer korrekten Klammerung ist hier gemeint, was auch in der Mathematik oder ande-
ren Programmiersprachen darunter verstanden wird. So sind Klammerundé#h wieder

M korrekt, Klammerungen wif[] oder[]] sind es nicht. Formal kann eine korrekte
Klammerung so definiert werden:

Definition 2.1. Eine Klammerung ist genau dann korrekt, wenn folgendes gilt:
e es sind gleich viele 6ffnende und schlieRende Klammern vorhanden

e geht man vom ersten zum letzten Symbol, so muss die Anzahl der bisher gezahlten
offnenden Klammern immer groéRer-gleich der Anzahl der bisher gezahlten schlie-
Renden Klammern sein

Die hier vorgestellte Definition von BF weist einige Besonderheiten auf:

1. Das Arbeitsband ist nicht wie in der géngigen Definition [6] a0000Zellen be-
schrankt. BF-Programme mit einem endlichen Arbeitsband stellen gegeniber Tu-
ringmaschinen ein wesentlich einfacheres Modell dar. Fir solche BF-Programme ist
das Halteproblem entscheidbar, da es nur endlich viele Zustande bzw. Konfiguratio-
nen gibt. Damit existiert eine obere Schranke fiir die Laufzeit haltender Programme.

2. Die Eingabe wird nicht wie bei den meisten BF-Interpretern Symbol fir Symbol
vom Benutzer abgefragt. Die Modellvorstellung soll vielmehr sein, dass jeder Ein-
gabebefehl ein Symbol aus einer Quelle liest. Die Quelle muss dabei vor dem Start
des BF-Programms mit einer Folge von Eingabesymbolen, also einem Eingabewort,
initialisiert werden. Damit ist die Eingabe vor dem Start fixiert und entscheidet sich
nicht wéahrend der Laufzeit.

Tabelle 1: Befehle der Programmiersprache BF

Symbol | Bedeutung

> der Lese-/Schreibkopf wird um eine Zelle nach rechts bewegt

< der Lese-/Schreibkopf wird um eine Zelle nach links bewegt

+ der Wert der aktuellen Zelle wird uthinkrementiert,
aus255wird dabei0

der Wert der aktuellen Zelle wird uthdekrementiert,

aus0 wird dabei255

. der Wert der aktuellen Zelle wird zur Ausgabe hinzugeflgt

, der Wert der aktuellen Zelle wird mit dem nachsten Eingabewert tber-
schrieben

[ Sprung zum Befehl nach der passendlefalls die aktuelle Zelle den
Wert 0 enthalt

] Sprung zur passendén




2.1 BFist turingvollstandig

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass BF-Programme und Turingmaschinen gleich
machtig sind. Das wiirde bedeuten, dass BF-Programme alle Probleme I6sen kénnen, die
auch von Turingmaschinen geldst werden kénnen. Zur Erinnerung hier nochmal die Defi-
nition einer Turingmaschine:

Definition 2.2. [2, KAPITEL 8.2.2, KAPITEL 8.4.7]
Einek-Band Turingmaschinbl ist ein 7-TupelQ, Z, T, 8, do, L, F). Es gilt:

Q st endliche Zustandsmenge

e > C I ist endliches Eingabealphabet

I" ist endliches Bandalphabet

0o € Qist Anfangszustand

e LIc I\ XZist Symbol fur leeres Feld

e 5:Qx I — Qx (I x{L,N,R})Kist Ubergangsfunktion
e F C Q Menge der Endzustande

Dazu muss gesagt werden, dass jedgand in einel-Band Turingmaschine umgewan-

delt werden kann. Durch Erhéhung der Anzahl der Bander werden Turingmaschinen nicht
machtiger [2,THEOREM8.9]. Es kann also ohne Bedenken eine Turingmaschinekmit
Bandern konstruiert werden, selbst wenn diese gegeniiber einer entsprechdatah
Turingmaschine einfacher zu konstruieren ist. Ahnliches gilt auch fur Turingmaschinen
mit groBem Bandalphabet. Diese kdnnen in Turingmaschinen mit kleinerem Bandalphabet
umgewandelt werden.

Um im Folgenden komplexe BF-Programme besser beschreiben zu kénnen, werden hier
erst einmal ein paar einfache Bausteine fiir BF-Programme vorgestellt. Mit den recht ein-
fachen Befehlen der Sprache BF waren komplexe Programme sonst nur schwer vorstellbar.

e Initialisierer:[-]
Diese kurze Schleife dekrementiert den Wert der aktuellen Zelle solange, bis sie
den WertD enthalt. Durch Anh&ngen von entsprechend vielen Inkrementier-Befehlen
kann auch jede andere Konstante erzeugt werden.

e Addierer 1:[->+<]
Diese Schleife addiert den Wert der aktuellen Zebeif die Zellei + 1. Dazu wird
der Inhalt der Zella dekrementiert, bis dies@ enthalt. In der Schleife wird aber
auch der Wert der Zelle+ 1 inkrementiert, so dass diese im Endeffekt die Summe
der beiden Zellen enthélt.
Nebeneffekt: die Zelle hat nach dem Addieren den Weéxt

o Kopierer 1:>[-]<[->+<]
Dieser Kopierer initialisiert die Ziel-Zelle zuerst nfit um dann mit Addierer 1 den
Wert aus Zella in die Zellei + 1 zu kopieren.

o Addierer 2:>[-]<[->+>+<<]>[-<+>]<
Hier wird der Wert der aktuellen Zelieauf die Zellei + 2 addiert. Der Wert der Zelle
i bleibt allerdings erhalten. Dazu wird zuerst die Z&lfel mit O initialisiert. Danach
wird der Wert der Zelle auf die Zelleni + 1 undi + 2 addiert. Dann wird der Wert
von Zellei + 1 zuriick in die Zelld kopiert.
Nebeneffekt: Zelleé + 1 enthalt nach dem Addieren den Wert



o Kopierer 2:>>[-|<[-[<[->+>+<<]>[-<+>]<
Zuerst wird die Zellé + 2 mit O initialisiert, um dann mit Addierer 2 den Inhalt der
Zellei in die Zellei + 2 zu kopieren.

e Bedingte Anweisung der Forif(Zelle 0) then...
Mit Hilfe einer einfachen Schleife kann Code nur dann ausgefiihrt werden, wenn die
aktuelle Zelle einen Wert ungleicld enthéalt. Da der Code in der Schleife allerdings
maximal einmal ausgefuhrt werden soll, initialisiert man einfach die Ze#&hrend
des ersten Schleifendurchlaufs mMitDie Schleife wird dadurch abgebrochen. Da
dabei die Zelle eventuell geléscht wird, sollte man diese vorher kopieren.

e Bedingte Anweisung der Forif(Zelle=0) then...
Dies lasst sich mit zwei bedingten Anweisungen der Fa@etie £ 0 I6sen, indem
man eine Zellg mit Linitialisiert und diese genau dann ddetzt, wenn die aktuelle
Zellei einen Wert ungleicl® enthélt. Die Zellej enthalt sozusagen die Invertierung
der Zellei. Setzt man nun Code in eine bedingte Anweisung, die nur dann ausgefihrt
wird, wenn die gerade modifizierte ZelleungleichO ist, so wird der Code wie
gewulnscht nur dann ausgeftihrt, wenn die Zietlen Wert0 enthalt.

¢ Bedingte Anweisungen mit Uberpriifung auf eine Konstante
Man kann nicht nur testen, ob eine Zelle ethenthalt oder nicht. Man kann auch
auf Konstanten testen, indem man die zu testende Zelle zuerst um die Konstante
dekrementiert.

e Zahlen tber mehrere Zellen speichern
Man kann sich klar machen, dass es leicht moglich ist, nicht nur Zahlen zwischen
0 und255zu speichern, sondern auch Zahlen, die mehrere Zellen in Anspruch neh-
men. Dazu muss lediglich nach einer Inkrementierung der Zelle einer Zahl lediglich
Uberpriift werden, ob das Ergebnis efhist, denn dann hat ein Uberlauf stattgefun-
den. Bei einem Uberlauf inkrementiert man einfach die nachst hoherwertige Zelle
der Zahl. Beschrankt man dieses Verfahren z.B.4aziéllen, so steheB2-Bit Zah-
len zur Verfigung.

Einige dieser BF-Bausteine bendtigen temporaren Speicher. So setzen Addierer 2 und Ko-
pierer 2 den Inhalt einer zusatzlichen Zelle @&uBeim Reservieren von Speicherzellen

fur Variablen sollte man daher darauf achten, dass zwischen den Zellen etwas Platz ist, der
temporar verwendet werden kann. Die obigen BF-Bausteine kdnnen aufl3erdem durch mehr
Verschiebe-Befehle<(und>) so angepasst werden, dass die temporar genutzen Zellen wei-
ter entfernt sind.

Satz 2.3. BF ist turingvollsténdig, das heif3t:
1. fur jedes BF-Programm gibt es eine aquivalente Turingmaschine

2. fur jede Turingmaschine gibt es ein aquivalentes BF-Programm

Beweisskizze.

1. BF-Programme haben starke Ahnlichkeit zu Turingmaschinen, denn sie arbeiten
ebenfalls auf einem Arbeitsband. Turingmaschinen werden aber nicht durch einen
Programmcode gesteuert, sondern durch die Ubergangsfuldtkiedes syntaktisch
korrekte BF-Programm lasst sich allerdings in die Ubergangsfunktion 8iBend
Turingmaschine mit Eingabealphalzet {0...255} und Bandalphabdt=>uU {L}
umwandeln. Tabelle 2 zeigt wie.

Band1 soll dabei das Band sein, von dem die Turingmaschine das Eingabewort liest.
Band?2 ist das Band auf dem die Turingmaschine ihre Ausgabe hinterlasst.



Tabelle 2: Ubersetzung von BF-Befehl in Ubergangsfunktion

Befehl \ Ubergangsfunktion fiir Zustargi

> Der Kopf des Arbeitshandes wird nach rechts bewegt.
< Der Kopf des Arbeitsbandes wird nach links bewegt.
+ Der Wertv der aktuellen Zelle des Arbeitsbandes wird mit dem Wert

w = Vv-+ 1 mod 256lberschrieben

Der Wertv der aktuellen Zelle des Arbeitsbandes wird mit dem Wert
w =V —1 mod 256lberschrieben

Der Wert in der aktuellen Zelle des Ausgabebandes wird mit dem Wert
der aktuellen Zelle des Arbeitsbandes Uiberschrieben. Der Kopf des Aus-
gabebandes wird danach nach rechts bewegt

, Der Wert in der aktuellen Zelle des Arbeitsbandes wird mit dem Wert
der aktuellen Zelle des Eingabebandes Uberschrieben. Der Kopf des
Eingabebandes wird danach nach rechts bewegt

[ Ist der Wert der aktuellen Zellg 0, so ist der Nachfolgezustargl, 1,
ansonsten ist der Nachfolgezustand der, der zu dem Symbol nach dem
passendeh-Symbol gehort

] Nachfolgezustand ist der Zustand, der zu dem passgn@&mbol ge-
hort

Band3 wird als Arbeitsband genutzt.

Bei der Umwandlung entsteht aus jedem Symbol im BF-Programm ein neuer Zu-
standq;. Der Nachfolgezustand des Zustangst dabei im Normalfalb;,; und die

Kopfe der Bander werden nicht bewegt, falls nicht anders angegeben.

Das Symbol! fur das leere Feld sollte immer wie eifdehandelt werden, so dass

das Verhalten, insbesondere bei noch leerem Band, dem von BF-Programmen ent-
spricht. Dartiber hinaus ist die Konstruktion so simpel, dass diese Umwandlung von
einer Turingmaschine berechnet werden kann. Verkettet man diese mit einer entspre-
chenden universellen Turingmaschine, d.h. konstruiert man eine Turingmaschine, die
aus einem BF-Programm die Ubergangsfunktion berechnet und diese dann anschlie-
Rend simuliert, so erhalt man einen BF-Interpreter, der ein beliebiges BF-Programm
simulieren kann.

. Nun wird eine Turingmaschine in ein BF-Programm umgewandelt. Diese Umwand-
lung wird Ansatze einer Simulation enthalten. Diese eignet sich nicht um beliebi-
ge Turingmaschinen zu simulieren. Durch die Umwandlung einer universellen Tu-
ringmaschine erhalt man allerdings einen Simulator fur beliebige Turingmaschinen.
Weiterhin kann man sich auch aifBand Turingmaschinen mit dem Bandalphabet
{0 = 1,1} beschranken. Diese Beschréankung macht die Umwandlung wesentlich
einfacher.

Zunéchst teilt man das Arbeitsband in 3 Teile. In einem Teil wird die Ubergangsfunk-
tion der Turingmaschine gespeichert. Hinzu kommen noch einige temporéare Zellen,
die fur Addierer, Kopierer und Vergleiche gebraucht werden. Die restlichen beiden
Teile des Bandes links und rechts von der Ubergangsfunktion dienen zur Speicherung
des Arbeitsbandes der Turingmaschine. Durch diese Aufteilung kann das ebenfalls
nach beiden Seiten unendliche Band der Turingmaschine leicht simuliert werden.
Es wird allerdings nur jede zweite Zelle des Arbeitsbandes fur die Speicherung des
Bandes verwendet. Die anderen Zellen werden dazu genutzt, um die Zelle zu mar-
kieren, auf der der Lese-/Schreibkopf der Turingmaschine steht. Start und Ende des
Bereiches in dem die Ubergangsfunktion gespeichert ist, werden auRerdem durch



Markierungen in Form von Zellen mit speziellen Werten kenntlich gemacht. Somit
lasst sich die Ubergangsfunktion auf dem Band leicht wiederfinden.

Das resultierende BF-Programm selbst, lasst sich auch in 3 Teile aufteilen. Zuerst
wird das Arbeitsband mit einer bestimmten Codierung der Ubergangsfunktion ge-
fullt. Diese Codierung der Ubergangsfunktion wird durch entsprechende Initialisie-
rer fest in das BF-Programm integriert. Danach wird die Eingabe eingelesen und auf
die Bandbereiche Ubertragen, die zur Speicherung des Bandes der Turingmaschine
dienen. Die Eingabe sollte mit einem geeignetem Symbol abgeschlossen werden,
damit das BF-Programm weiss, wann die Eingabe endet. Im dritten Teil wird nun in
einer Schleife die Ubergangsfunktion angewendet bis einer der Endzustande erreicht
ist.

Um die Ubergangsfunktion einfach anwenden zu kénnen, wird diese speziell codiert.
Die Zustande werden durchnummeriert und in dieser Reihenfolge auf das Band ge-
schrieben. Dabei werden fur jeden Zustand gleich viele Zellen in Anspruch genom-
men in denen gespeichert wird, ob es sich um den aktuellen Zustand handelt, ob es
sich um einen Endzustand handelt und welche Nummer der Nachfolgezustand hat.
Zusatzlich muss pro mdglichem Symbol des Bandalphabgdtsyespeichert wer-

den, welcher Wert auf das Band zurtickgeschrieben wird und in welche Richtung der
Lese-/Schreibkopf verschoben wird.

Der Algorithmus, der die Ubergangsfunktion anwendet, sucht als erstes die markier-
te Zelle uber der der Lese-/Schreibkopf der Turingmaschine steht. Danach wird der
markierte Zustand gesucht. Je nach Inhalt der markierten Zelle wird dieser anders
ausgewertet: die markierte Zelle wird mit dem vorgegebenen Wert Giberschrieben und
die Markierung wird in die angegebene Richtung verschoben. Jetzt wird die Markie-
rung des Zustands entfernt und der entsprechende Nachfolgezustand markiert. Um
zu wissen auf welcher Seite des Bandes die markierte Zelle zu suchen ist, muss dies
zusatzlich abgespeichert werden.

2.2 Formale Sprache der BF-Programme

Im Folgenden wird die formale Sprache der syntaktisch korrekten BF-Programme betrach-
tet, d.h. es werden die Mengen von Wadrtern betrachtet, die syntaktisch korrekten BF-
Programmen entsprechen. Diese Mengen bzw. deren Grol3e werden in den folgenden Ka-
piteln bendétigt.

Definition 2.4. BF bezeichnet die Menge aller syntaktisch korrekten BF-Programme.
BF n bezeichnet die Menge aller syntaktisch korrekten BF-Programme der ltéinge
BF nx bezeichnet die Menge aller syntaktisch korrekten BF-Programme der Liéimge
k Klammerpaaren (fuk = 0... {gj) BF, und BR,x bezeichnen die Kardinalitaten der
entsprechenden Mengen. Es gilt:

o« BF, = UE(J) BF nk

o BF :=Unen, BFn
o BFyk:i= | BT nk|
o BF, = |BF,|

Hier ist intuitiv klar, dass dieBF , sowie dieB ¥k jeweils untereinander disjunkt sind.
Daher darf hier die disjunkte Vereinigurﬁgl; verwendet werden. Damit sind die Mengen-
gleichungen direkt auf die Kardinalitdten Ubertragbar, indem die disjunkte Vereinigung
durch Summierung ersetzt wird:
2]
BR =|BFn| = Z BFy«
K=0



Um nun dieBF, x und damit dieBR, berechnen zu kénnen, brauchen wir zunachst folgende
Definition:

Definition 2.5. [4] Die Catalansche Zaly = Wll (Zkk) = % ist die Anzahl der Folgen
vonlund—1, die folgende Kriterien erfiillen:

e die Folge musg-viele 1 und—1 enthalten

e geht man vom ersten Symbol zum letzten Symbol der Folge und summiert diese der
Reihe nach auf, so darf keine der Zwischensummen negativ sein

Diese Definition weist eine starke Ahnlichkeit zu Defintion 2.1 einer korrekten Klamme-
rung auf, wenn man 6ffnende Klammern durch tliend schlie3ende durchl ersetzt. In
der Tat istCx genau die Anzahl der korrekten Klammerungen kefitlammerpaaren.

Hier einige Beispiele:

GC=1
C=1 1
C=2 [0 .M

C=5 (00 .0m .o oo.mooe oo

BFhk kann nun wie folgt berechnet werden:

Satz 2.6. Fur die Anzahl der BF-Programme der Langenit k Klammerpaaren gilt:
BF — n—2k . . n
hk 6 Ck <2k

n—2k n!
Ki(k+ 1)1 (n— 2K)!

Beweis.Man stelle sich das BF-Programm in Form voleeren Feldern vor, die es nun zu
fullen gilt. Die Anzahl der Mdglichkeiten daflr héngt von 3 Faktoren ab:

1. welche den Felder werden mit deBk-vielen Klammersymbolen gefiillt

2. wie viele Moglichkeiten gibt es, die— 2k Felder zu fillen, die nicht mit Klammer-
symbolen gefllt werden

3. wie viele Moglichkeiten gibt es, dizgk Felder mit Klammersymbolen zu fullen, ohne
dass die Syntax verletzt wird

Es werden nurk-viele dern Felder ausgewahlt. Dafiir gibt dg,)-viele verschiedene
Madglichkeiten. Die Restlichen— 2k Felder werden mit den normal@&Befehlen gefillt.
Dafiir gibt es gena®" % verschiedene Méglichkeiten. Digk tibrigen Felder im Pro-
gramm missen nun mit einer syntaktisch korrekten Klammerung gefiillt werden. Dafir
gibt es nach Definition 2.5 gen&y viele Mdglichkeiten.

Jedes so erzeugte BF-Programm ist syntaktisch korrekt und jedes Prograkiy irkann
eindeutig auf diese Weise erzeugt werden. Multipliziert man als@ &ktoren, so ergibt

sich wie behauptet:

_@ah—2k ~ . n
BFwk = 6" C <2k>



Mit der Formel furBF, x konnen nun auch diBF, berechnet werden.
Ein paar Beispielwerte:

BR=1 Es gibt nur ein Programm der Lan@edas leere Wort
BF =6 Noch keine Klammern mdglich, deswegen Buvidglichkeiten
BF, =37 & Mdglichkeiten mit den normalen Befehlen1 Klammerung
BFR; = 234

Intuitiv ist klar, dass6" < BR, < 8" gelten muss. SchlieBlich gibt es schon all&inBF-
Programme ohne KlammerB8" BF-Programme kann es nicht geben, da nicht alle Pro-
gramme eine von der Syntax geforderte korrekte Klammerung aufweisen.

Fir Kapitel 3 sind die Beziehungen der Mendg#t , untereinander wichtig. Hier werden
einige wichtige Ansétze vorgestellt, die es erlauben ein WortZgg in Worte kleine-

rer LaAnge zu zerteilen. Daraus ergibt sich ebenfalls eine Rekursionsgleichung BF,die
Diese lasst sich dazu nutzen, vi@&, fur aufeinander folgende zu berechnen. Die Re-
kursionsgleichung zu nutzen, wird sich als effizienter erweisen, als REemit der in
Definition 2.4 vorgestellten Summe zu berechnen. Die Summanden, alB&gdieenthal-

ten viele Fakultaten, die es sehr teuer machen, die Summe auszurechnen.

Damit beim Zerteilen von BF-Programmen die Syntax nicht verletzt wird, muss man zu-
nachst besonders auf die Klammerungen eingehen.

Beobachtung 2.7.Jede korrekte Klammerungmit mindestens einem Klammerpaar lasst
sich in die korrekten Klammerungerundv zerlegen bzw. aus ihnen zusammensetzen, so
dassx=[ ouo] ovgilt. Diese Zerlegung ist daruiber hinaus eindeutig.

Der Operatoro meint hier das symbolweise Konkatenieren von Wortern und Symbolen.
Da die Zerlegung eindeutig ist, gibt es nur eine schlieBende Klammer, an der das Wort

in uundv getrennt werden kann. Es muss die schlieende Klammer sein, bei der das erste
mal gleich viele 6ffnende und schlieRende Klammern gezéhlt werden, wahrend man vom
ersten zum letzten Symbol vorgeht.

Diese Zerlegung lasst sich im ubrigen auch auf BF-Programme Ubertragen, was zu folgen-
dem Lemma fuhrt:

Lemma 2.8. Es gelten folgende Rekursionsgleichungen#ifr, bzw.BF,:
. . - N
1 BFnp= (Use{<,>,+,. .., 150 fBTn) U (Ui:l[ oBFi_10] o0 fBTn—i)
2. BFn+1 = 6 BFn + Zinzl BFi_]_ . BFn_i

Gleichungen 1 und 2 gelten jeweils fiip> 1, BF o = {€} undBRy = 1.
Gleichung 3 gilt fum > 2 undBRy = 1,BF, = 6.

Beweis.

1. Diese Gleichung beschreibt eine Zerlegung eines syntaktisch korrekten BF-Programms
der LAngen+ 1 in syntaktisch korrekte BF-Programme kleinerer Lange. Diese Zerle-
gung entsteht durch Abschneiden des ersten Symbols. Der Mengenaquivalentsbeweis
wird nun in den typischen zwei Schritten durchgefuhrt:

e Zunachst wird gezeigt, dass jedes BF-Programm auf die beschriebene Weise
zerlegt werden kann. Schneidet man das erste Symbol eines BF-Programms
ab, so kann dies gemal der Syntax nicl#ein, sondern nur einer der Ubri-
gen7 Befehle. Ist das erste Symbol nidhtso ist die Sache einfach: es bleibt
wie behauptet ein syntaktisch korrektes Programm der Langjger. Ist das



erste Symbol allerdings, so wirde nach dem Abschneiden ein BF-Programm
entstehen, welches ejrSymbol zu viel enthalt. Analog zu Beobachtung 2.7
teilt man nun das BF-Programm zuséatzlich an der Positites passenddn
Symbols. Zwischen dem ersten und dietan Symbol liegt nun ein syntaktisch
korrektes BF-Programm. Ein weiteres syntaktisch korrektes BF-Programm er-
streckt sich voni+ 1-ten Symbol bis zum letzten Symbol. Man erhalt also zwei
syntaktisch korrekte Programme der Langenl undn—i.

e Nun muss gezeigt werden, dass jedes gemal diesen Mengenvereinigungen zu-
sammengesetzte Programm wieder ein syntaktisch korrektes Programm der
Langen -+ 1 darstellt. Vor jedes beliebige BF-Programm der Lamgkann
man einen de6 normalen Befehle setzen, ohne die Syntax zu verletzen. So-
mit ist also die erste Hafte der Gleichung abgedeckt. Seienwauand w;
zwei BF-Programme der Lange- 1 undn—i (firi = 1...n). Das Programm
[ owy o] owy hat die Langen+ 1 und ist gemaR Beobachtung 2.7 wieder syn-
taktisch korrekt, da die einzige Anforderung der Syntax eine korrekte Klamme-
rung ist.

2. Da die im Beweis von Gleichung beschriebene Zerlegung eindeutig ist, sind die
Mengenvereinigungen in Gleichurdgwvieder disjunkt. Daher kann die Mengenglei-
chung wieder direkt auf die Kardinalitaten Ubertragen werden.

3. Diese Gleichung kann per vollstandiger Induktion ttbbewiesen werden.

3 Die Gddelisierung

In diesem Kapitel werden 2 Godelisierungen fur BF-Programme vorgestellt. Gddelisierun-
gen sind Grundvoraussetzung fir eine ganze Klasse von Algorithmen und Problemen: jeder
Algorithmus bzw. jedes Problem, welches einen anderen Algorithmus als Eingabe fordert,
wird in der theoretischen Informatik formal so definiert, dass die Eingabe eine natirliche
Zabhl ist, welche den Algorithmus reprasentiert. Diese natiirliche Zahl ist das Ergebnis einer
Godelisierung. Der Begriff Godelisierung ist formal wie folgt definiert:

Definition 3.1. [3, THEOREMII.1.5, PROPOSITIONII.1.7]
Eine Godelisierung = (§e)ecn ist eine Folge von Funktionen so dass gilt:

o flr jede Godelnummezist ¢ eine partielle turingberechenbare Funktion

e ist ) eine partielle turingberechenbare Funktion, dann existiert eine Gédelnummer
e, so dasghe = | gilt

e es gibt eine partielle turingberechenbare Funktian so dass fir alle gilt:

du(ex) = de(X)

e die Abbildung(e x) — € ist turingberechenbar und fiir alle x undy gilt:
¢e’(Y) = ¢6(X7 y)

Unter einer partiellen turingberechbaren Funktion versteht man die Funktion, die von ei-
ner Turingmaschine oder einem Programm einer turingvollstandigen Programmiersprache
berechnet wird. Die Definition fordert also, dass es eine universelle Turingmaschine geben
muss, die bei Eingabe einer Godelnummer das gotdelisierte Programm simulieren kann.
Dartberhinaus muss es auch eine Turingmaschine geben, die aus einer Konstarden

der Godelnummee eine neue Gédelnummerberechnet, wobei in das Progranga ge-
genuber dem Programdn die Konstantex bereits einkodiert ist. Dies kann realisiert wer-
den, indem die Godelnummerin die Ubergangsfunktion einer Turingmaschine zuriick-
gerechnet wird und diese dann durch Zustédnde erganzt wird, die die Konstamtelas



Eingabeband schreiben bevor die Teile der urspriinglichen Ubergangsfunktion ausgefiihrt
werden. Danach wird die neue Ubergangsfunktion in die Godelnurdroengerechnet.

3.1 Naiver Ansatz

Fir BF-Programme bietet sich ein naiver Ansatz zur Gddelisierung an. hedglichen
BF-Befehlen ordnet man eine Zahl zwischeond 7 zu. Ein BF-Programm der Lange

kann dann als Oktalzahl mit Ziffern betrachtet werden. Diese Oktalzahl liegt dann in
dem Intervalle]0,8" — 1]. Die Intervalle tberschneiden sich allerdings furr verschiedene
n. Um dies zu korrigieren, addiert man auf die Oktalzahl die GroR3e aller Intervalle fir
BF-Programme kleinerer Léange auf. Die GrbR3e eines Intervalls fur die BF-Programme
der Langen ist dabei8". Die folgende Tabelle zeigt die resultierenden Intervalle fir BF-
Programme bestimmter Lange:

Lénge Oktalzahl Gdodelisierung
0 — [0,0] — [0,0]
1 — [0,7] — [1,8]
2 — [0,63 — [9,72]
3 — [0,511]

[73,584

Diese Godelisierung entspricht also einer Aufzahlung aller BF-Programme sortiert nach
Lange und lexikographischer Ordnung. Dass dabei auch syntaktisch inkorrekte Program-
me in der Gddelisierung vorkommen ist kein Problem. Diese werden Ublicherweise als jene
partielle Funktion aufgefasst, die fur keine Eingabe definiert ist.

Dass diese Godelisierung allerdings den syntaktisch inkorrekten Programmen eine Zahl
zuordnet ist unndétig. Die entsprechende partielle Funktion, die fir keine Eingabe definiert
ist, kann auch durch das syntaktisch korrekte Programm reprasentiert werden, welches eine
simple Endlosschleife enthélt. In Kapitel 4 kann aber gezeigt werden, dass diese Godeli-
sierung nicht dicht ist. Daher wird nun eine weitere Gddelisierung vorgestellt.

3.2 Praktischer Ansatz

Die nun vorgestellte Godelisierungist praktisch besonders relevant, da die Tatsache be-
riicksichtigt wird, dass in der Praxis viele Probleme nur fir syntaktisch korrekte Programme
betrachtet werden miissen. Die Gédelisierung ordnet jedem dieser Programme eindeutig ei-
ne Zahl zu, so dass sie eine Bijektion zwiscl®&A und Ny darstellt.

Um diese Gddelisierung besser beschreiben zu kdnnen, werden hier kurz zwei Erganzun-
gen zu der Definition voBF, vorgestellt:

Definition 3.2. Die AnzahIBF., der BF-Programme der Lange kleinarund die Anzahl
BF<, der BF-Programme der Lange kleiner-gleiotseien wie folgt definiert:

e BF.h:= 3" 1BR
Insbesondere giBF.o = 0 undBF<o = 1.

Es soll auch wie schon beim naiven Ansatz gelten: je langer ein Programm, desto grol3er die
Zahl, die ihm zugeordnet wird. Damit sind die Programm@inder Lange nach sortiert

und es folgt sofort, dass ein Programm der Langer Zahlim Interval(BF., BF<n — 1]
zugeordnet wird. Diese Intervalle haben erwartungsgeman die Gf3&ie man leicht
nachrechnen kann.
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3.3 Konvertierung

Bislang wurden die Godelisierungérund nur formal definiert. Hier sollen nun Algorith-
men vorgestellt werden, die diese Godelisierungen in die Praxis umsetzen, d.h. zwischen
Quelltext und zugehdriger Gédelnummer hin- und herkonvertieren.

Ein Algorithmus fir den naiven Ansatz wurde bereits in Abschnitt 3.1 skizziert. Im Fol-
genden wird daher nur der praktische Ansatz aus Abschnitt 3.2 betrachtet.

Die Umsetzung des praktischen Ansatzes basiert auf zwei AlgorithBfeatD undIDtoBF.

Der AlgorithmusBFtolD wandelt ein BF-Programm der Langén eine Zahl aus dem In-
tervall [0,BF, — 1] um. Der AlgorithmudDtoBF kann diese Zahlen wieder zurtick in das
entsprechende BF-Programm umrechnen. Diese Zahlen liegen allerdings noch nicht im ge-
forderten IntervallBF.,,BF<, — 1], vielmehr geben diese nur das Offset innerhalb des
Intervals an. Die Gédelnummegtp) des Programmeg errechnet sich daher wie folgt:

n-1
g(p) = BFtolD(p,0,n) + BF., = BFtolD(p,0,n) + 20 BF,
i=

Um die Umkehrungy~1(x) der Gédelisierung mit Hilfe des AlgorithmuBtoBF zu be-
rechnen ist es nétig, die Lange des Programms zu errechnen, welches zurgéidirt.

Da die Intervalle bekannt sind, in denen Programme bestimmter L&nge liegen, kann man
die Langen leicht berechnen, indem man das kleinstsucht, welches die Bedingung

X < BF<n = 311 (B erfilllt. Dasn wird einfach durch ausprobieren deF<, gefunden,
erstn=0, dannn=1, n=2,... . Danach kanrg—1(x) = p berechnet werden, indem
IDtoBF(x — BF<p, p,0,n) aufgerufen wird. Der Paramtgy wird von dem Algorithmus
IDtoBF veréndert und enthélt nach dem Aufruf das dekodierte BF-Programm.

3.3.1 Programm— Zahl

Der AlgorithmusBFtolD lasst sich tber die beiden Parametend e auf Ausschnitte von
Programmen anwenden. Fir Programmausschnitte der Lidrge— s liefert er immer

eine Zahl im Intervall0, BR, — 1].

Der Algorithmus ist rekursiv. Die Rekursion wird abgebrochen, sobald ein Programmaus-
schnitt der Langen < 0 behandelt werden soll. Dies wird in Zeikeiberprift. Da es nur

ein Programm der Lange gibt, wird diesem in Zeilel9 die Zahl0 zugeordnet. Hat der
Programmabschnitt allerdings eine Lange gréeso wird anhand der Rekursionsglei-
chung furB¥ , und BR, aus Lemma 2.8 gearbeitet. Die Meng¢ , wird in 7 disjunkte
Teilmengen unterteilt: fir jede Mdglichkeit des ersten Symbols eine. Analog dazu wird das
Intervall [0,BR, — 1] in 7 disjunkte Teilintervalle aufgeteilt. Die Programme, die einen der

6 normalen Befehle als erstes Symbol enthalten, werden in Z&itehandelt. Dort wird
zuerst die untere Grenze eines @éntervalle berechnet, namligh{s| - BR,. Dazu wird das
Offset innerhalb des Intervalls addieBEtolD(p,s+ 1,€). Die Programmausschnitte, de-
ren erstes Symbol eine 6ffnende Klammer ist, findervitan Intervall Platz. Dieses muss
allerdings nochmal in kleinere disjunkte Teilintervalle zerlegt werden: fur jeda €drin
Zeile4 moglichen Positionen der schlieBenden Klammer einesaBig Teilintervalle sind
leider nicht gleich gross. Daher berechnen die Zeidais 10 in einer Schleife geman der
Rekursionsgleichung die untere Grenze einesdet Teilintervalle. In Zeilel4 wird nun
wieder das Offset innerhalb des Teilintervalls addiert. Allerdings setzt sich dieses diesmal
aus 2 Werten zusammen: der Numnw#rfur das Teilprogramm links der Positidnund

der Nummeridr fir das Teilprogramm rechts der PositiknDer Wertidl - cr +idr ist so
zusammengesetzt, dass er leicht via Division mit Rest denthseine Bestandteilel und

idr zerlegt werden kann. Dariiber hinaus Ubersteigt der Wert die @BRe_1-BFs k1

des Intervalls nicht, so dass keine Uberschneidungen mit den anderen Teilintervallen auf-
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Eingabe: BF-Programnp als Array gefiillt mit Werten vol bis 7,
wobei6 = 6ffnende Klammer un@d = schliel3ende Klammer

Eingabe: Positions des ersten Symbols (inklusive)

Eingabe: Positione des letzten Symbols (exklusive)

Ausgabe: Nummerid

1n:=e-—s

2 if n>0then

3 if p[s] = 6then

4 k:= Index inp von passender schliel3ender Klammer
5 id:=6- BR_1

6 fori=(s+1)...(k—1) do

7 cl:=BFR_s_1

8 cr:=BR_j_1

9 id :=id+cl-cr

10 end

11 cr:=BR_k_1

12 idl := BFtolD(p,s+ 1,k)

13 idr := BFtoID(p,k+1,€)

14 id :=id +idl -cr+idr

15 else

16 id := p[g| - BR_1+ BFtolD(p,s+ 1,€)
17 end

Algorithmus 1 : BFtoID(p, s, €)

treten kénnen.

3.3.2 Zahl— Programm

Dieser Algorithmus l&sst sich ebenfalls durch die Paramiend e auf Ausschnitte des
Arraysp eingrenzen. Er fullt den Ausschnitt des Arrays dann mit dem zu derid afeho-
renden BF-Programmes. Sobald ein Auschnitt der Langed behandelt werden soll, wird

die Rekursion abgebrochen. Dies wird in Zellsichergestellt. In Zeil@ wird errechnet,
welcher der7 Teilintervalle des Intervall$0, BF, — 1] vom AlgorithmusBFtolD gewahit
wurde. Da die erste6 dieser Teileintervalle gleichgro3 gewahlt wurden, kann die Berech-
nung durch eine simple Division erfolgen. Lag die Zahl in einem der efsteilintervalle,

so wird in Zeile21 das erste Symbol des Programmausschnitts geschrieben und der Rest
des Programms durch einen rekursiven Aufruf in Z2Relekodiert.

Liegt die Zahl allerdings in7-ten Intervall, dann war das erste Symbol eine 6ffnende Klam-
mer und es wird zunéchst in den Zeilgibis 12 ermittelt, in welchem den — 1 Teilinter-

valle die Zahl liegt. Nach Zeil8 gilt id > 0. Dadurch wird die Schleife mindestens einmal
durchlaufen, so dass die Variablelhundcr in jedem Fall initialisiert werden. In Zeil&3

muss allerdings kompensiert werden, ddssegativ ist, wenn die Schleife verlassen wird.
Das durch die Schleife ermittelkeentspricht der Position der schlieRenden Klammer wie
sie im AlgorithmusBFtolD ermittelt wurde. In den Zeileh4 und 15 werden nun die Sym-

bole fur die Klammern an die entsprechenden Stellen im Programm geschrieben. Der Wert
cr, der in Zeile10 berechnet wurde, ermdglicht es nun, dass in den Zditetnd 17 die

beiden Wertedl undidr wieder berechnet werden kdnnen. Mit diesen Werten werden nun
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Eingabe: Nummerid des zu dekodierenden Programms
Eingabe: Array p
Eingabe: Positions des ersten Symbols (inklusive)
Eingabe: Positione des letzten Symbols (exklusive)
Ausgabe: Array p geflllt mit Werten vorD bis 7,
wobei6 = 6ffnende Klammer und = schlieRende Klammer

1n:=e-s

2 if n> Othen

3 t:=id div BR,_1

4 if t > 6then

5 id:=id—6-BFR,_1

6 ki=s

7 while id > 0do

8 k:=k+1

9 cl:= BFR s 1

10 cr:=BR k1

11 id:=id—cl-cr

12 end

13 id:=id+cl-cr

14 p[s] :=6

15 plKl :=7

16 idl :=id div cr

17 idr :=id mod cr

18 IDtoBF(idl, p,s+ 1,k)

19 IDtoBF(idr, p,k+1,€)

20 else

21 p[s =t

22 IDtoBF(id —t - BR,_1, p,s+ 1,€)

23 end

24 end

Algorithmus 2 : IDtoBF(id, p,s,€)

rekursiv die beiden Teile links und rechts der schliefenden Klammer dekodiert.

3.4 Effizienz

Es ist wiinschenswert, dass die Godelnummern der beiden Godelisierungen effizient—d.h.
in polynomieller Zeit — berechenet werden kdnnen. Daher widmet sich dieser Abschnitt
der Laufzeit- und Platzbedarfsanalyse.

Godelnummern der naiven Godelisierung kénnen mit dem in Abschnitt 3.1 geschilder-
ten Algorithmus in LaufzeiO (n) berechnet und dekodiert werden. Es wird ebenfalls nur
O (n)-viel Platz benétigt.

Die Algorithmen fur die praktische Godelisierung wurden bereits in Java implementiert.
Da die Zahlen recht gross werden und 32-Bit bei weitem Uibersteigen, muss hier mit ganzen
Zahlen beliebiger Lange gerechnet werden. Daflr gibt es in Java und in anderen Sprachen
spezielle Pakete, allerdings liegen dann die Laufzeiten fur Additionen und Multiplikationen
nicht mehr beiO (1), was man fur32-Bit Zahlen annehmen wirde. Die Addition zweier
n-Bit Zahlen benétigt Laufzeid (n) und die MultiplikationO (nz). Es gibt auch schnellere
Algorithmen fiir Multiplikationen, die diese in Laufze(n(n'°93) [5, THEOREM 8.4] oder
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in O(nlognloglogn) [5, THEOREM 8.24] berechnen. Allerdings wiirden diese Laufzeiten
keinen grol3en Einfluss auf das Endergebnisses haben, so dass weiter@i(n\?/yaausge-
gangen wird.

Ist bei einer Multiplikation eine der beiden multiplizierten Zahlen von konstanter Lange,
so lohnt es sich, die Laufzeit nocheinmal genauer zu betrachten. Die Multiplikation einer
n-Bit und einem-Bit Zahl kostet ndmlich nu© (nm)-viel Zeit. Istmkonstant, so geht also

die Multiplikation in LaufzeitO (n) vonstatten.

Der Platzbedarf von Addition, Multiplikation und Integer-Division @tn). Die Laufzeit-

und Platzbedarfsklassen lassen sich alle mit den aus der Schule bekannten Methoden errei-
chen. Subtraktion und Integer-Division mit Rest bendtigen identische Laufzeit und Platz-
bedarf wie Addition und Multiplikation.

Die beiden AlgorithmemFtolD und IDtoBF sind einander sehr &hnlich. Daher wird hier
darauf verzichtet, beide Algorithmen getrennt zu betrachten. Es wird nur die Laufzeit des
AlgorithmusBFtolD betrachtet, welche auf den Algorithmii3toBF Ubertragbar ist. Eine
Besonderheit halDtoBF allerdings: in Zeile 3 wird eine Integer-Division durchgefihrt.
Da von dem Ergebnis nur die Falebis 5 und > 6 relevant sind, kann diese Division auch
durch maximab-maliges Subtrahieren ersetzt werden. Dies kann in derselben Laufzeit wie
die entsprechenden Multiplikationeni#tolD berechnet werden.

Um nun die Laufzeit des AlgorithmuBFtolD fur ein Programm der L&angerabzuschét-

zen, muss man sich klar machen, dass der Algorithmus wahrend der gesamtem Rekursion
maximaln mal durchlaufen wird. Die Startpositia@zeigt wahrend der Rekursion néamlich
maximal einmal auf jedes Symbol des Programms. Um nun die Laufzeit eines Durchgangs
des Algorithmus abzuschéatzen, nehmen wir au3erdem fiir die Lange des Programmaus-
schnitts den worst-case an. Das in Zdildes Algorithmus berechnetesoll also immer

der Lange des kompletten Programms entsprechen. Mit diesgmMal3 haben alle Va-
riablen mit einem einbuchstabigen Namen eine Lange @¢iog(n)) Bit. Alle anderen
Variablen haben eine Lange va@n(n) Bit, da deren Werte nicht groRer @, < 8" wer-

den kénnen. Weiterhin soll davon ausgegangen werden, daBsidiér O < i < n bereits
vorberechnet sind. Ein Zugriff auf ein solchBE bendtigt daher Laufzeid (n). Warum

dem so ist, wird spéter erklart. WeiteB& mit i > n werden vom Algorithmus nicht bend-

tigt.

Die Laufzeit eines Durchgangs setzt sich wie folgt zusammen:

Zeilen Laufzeit Ursache
1,2,3 O(log(n)) Addition, Vergleiche

4 o(n) maximal wird der ganze Programmausschnitt durchsucht
5 o(n) Multiplikation mit 6

6 O(log(n)) Addition und Vergleich bei jedem Schleifendurchlauf

7,8 o(n) Kopieren des Werte naath undcr

9 0 (n?) Multiplikation

11 o(n) Kopieren des Wertes nach

12,13 O(n) Kopieren der Riickgabewerte naichundidr

14 0 (n?) Multiplikation

16 o(n) Multiplikation mit 6, Addition

19 o(1) Zuweisung

Die Laufzeiten fiir die Zeile® bis 9 mussen allerdings noch nmtmultipliziert werden, da
die Schleife im schlimmsten Faltmal durchlaufen wird. Fir den Fall das ein Programm
Klammern enthalt, benétigt ein Durchlauf des Algorithmus also maximal Laufr@if),

da Zeile9 in der Schleife LaufzeiD (nz) bendétigt. Fir den Fall das ein Programm keine
Klammern enthalt, bendtigt der Algorithmus nur Laufz@itn), da die Zeilerd bis 14 nie
ausgefuhrt werden.
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Insgesamt betragt die Laufzeit fur ein Programm der Lamgdso O(n“), fur ein Pro-
gramm ohne Klammern sogar lediglich(n?).

Der Platzbedarf der der beiden Algorithmen belauft sich @l(mz), da sich die Algo-
rithmen maximah-mal rekursiv aufrufen und pro Aufruf nur konstant viele Variablen mit
O (n) Bit bendtigt werden.

Zu dem Platzbedarf und der Laufzeit kommen aber noch die in Abschnitt 3.3 angespro-
chenen zusatzlichen Arbeitsschritte. So muss auf das Ergebnis des AlgorBaib

noch BF., addiert werden. Bislang wurde davon ausgegangen, da®3Fdigereits vor-
berechnet sind. Der Algorithm-tolD kann davon ausgehen, dass B vorberechnet

sind, denn diese werden bereits bendtigt, umBfag, zu berechnen. Speichert man 8ig

in einem Array, und benutzt man die dritte Formel aus Lemma 2.8 uiliigiri =2...n
auszurechnen, so liegt die Laufzeit lob(nz Iogn). Das berechnen vaBF., durch simples
Aufsummieren deBF kostet nun LaufzeiO (n?). Der Platzbedarf fur das Array belauft
sich ebenfalls au® (nz). Diese Uberlegungen sind ebenfalls wieder auf den Algorithmus
IDtoBF Ubertragbar.

Zusammengefasst ergibt sich folgenden Theorem:

Theorem 3.3. Die Algorithmen fir die praktische Gddelisieruggbendtigen Laufzeit

O (n?logn) fur Programme ohne Klammerm (n*) fiir Programme mit Klammern und

0] (nz) an Platz um ein Programm in eine Gédelnummer umzurechnen oder eine Godel-
nummer zu dekodieren.

Die Algorithmen fir die naive Godelisierung bendtigen Laufzeit und Platzbetary.

4 Approximierbarkeit und Dichtheit

Der gangige Begriff eines Approximationsalgorithmus kann nicht auf das Halteproblem
Ubertragen werden. Normale Approximationsalgorithmen, wie sie z.B. fiir das Traveling
Salesman Problem existieren, liefern Ergebisse, bei denen eine gewisse prozentuale Ab-
weichung gegentber dem Optimum in Kauf genommen wird.

Bei dem Halteproblem handelt es sich allerdings um ein Entscheidungsproblem. Die Aus-
gabe muss entwedédrlauten, falls die Eingabe akzeptiert wurde, o6€dalls nicht. Der

Begriff Approximation muss hier neu definiert werden: eine Approximation des Haltepro-
blems darf bei einem gewissen Anteil der Eingaben ein falsches Ergebnis liefern.

Diese Art der Aproximation des Halteproblems hangt unmittelbar mit der verwendeten
Godelisierung zusammen. Das Halteproblem ist so definiert, dass die Eingabe die Gddel-
nummer eines Programms ist. Das Speichern eines Programmquelltextes in einer Datei ist
ein Beispiel einer Godelisierung, denn die Datei ist eine Folge von Bytes, die wiederum
als Zahl interpretiert werden kénnen. Allerdings kdnnen in einer Datei viele syntaktisch
ungultige Programme gespeichert werden. Es ist leicht, das Halteproblem fur syntaktisch
nich korrekte Programme zu entscheiden: je nach Vereinbarung werden diese akzeptiert
oder abgelehnt. Uber die Syntax eines Programms zu entscheiden ist ein einfaches Pro-
blem. Solche Programme sind meist Teil des Compilers oder Interpreters der jeweiligen
Programmiersprache. Das Halteproblem kann fir andere Gruppen von Programmen eben-
falls sehr leicht entschieden werden. Ein Beispiel dafir sind Programme ohne Schleifen.
Kommen nun in einer Gddelisierung die Programme, fur die das Halteproblem entschieden
werden kann, besonders haufig vor, so entsteht der Eindruck, dass das Halteproblem gut
approximiert werden kann.

Es sind auch Godelisierungen denkbar, bei denen der Anteil dieser Programmelgegen
geht, wenn immer grof3ere Intervalle betrachtet werden. Eine solche Gddelsierung lasst
sich konstruieren, indem man den Programmen nur Zweierpotenzen zuordnet. Allen ande-
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ren Zahlen wird ein syntaktisch inkorrektes Programm zugeordnet. Solche Gédelisierungen
kann man auch als ,diinn“ bezeichnen.

Hier wird nun ein Kriterium vorgestellt, welches eine Aussage Uber die Verteilung von
Programmen innerhalb einer Gédelisierung macht.

Definition 4.1. [1, DEFINITION 4] Die Wiederholrate der partiellen Funktionen mit &qui-
valentem DefinitionsbereidRDy ; ist wie folgt definiert:

RDy.i(n) = Proddom(¢x) = dom(¢;)| ¢y ist Programm der Lange|
Eine Gddelisierung ist dicht genau dann wenn gilt:
Vidc > 03ngVn > ng : RDy i(n) > ¢

Ist eine Gddelisierung also dicht, so wiederholt sich ein beliebiges Proganei den
Programmen groR3er Lange mit einer Rate, die den Schwellemwecht unterschreiten

darf. Ist eine Godelisierung dicht, so kann z.B. der obene beschriebene Fall einer ,diinnen”
Godelisierung nicht auftreten.

Dariber hinaus kann eine Aussage Uber die Approximierbarkeit des Halteproblems getrof-
fen werden:

Theorem 4.2. [1, THEOREM 4] Schindelhauer und Jakoby zeigen, dass fir jede dichte
Godelisierungp gilt:

VM3a > 03ngVn > ng : ProfM(x) # Hy (X)|dx ist Programm der Langa] > a
Das heisst, dass jedes Programmvelches das Halteproblem zu approximieren versucht,
mindestens einen konstanten Anteil an Fehlern macht.
Nun stellt sich die Frage, ob die Gédelisierungeand ¢ dicht sind. Dazu brauchen wir

zunachst ein paar weitere AbschatzungerBigy.

Lemma 4.3. Fir alle n > 0 gilt:

9
n+ 3
BF.1 < 8-BF- g <8-BFR,

n—+
Daraus folgt direkt:
n i—|—9
BFR1<8"[]—=2
<8 10
Beweis.Nach Lemma 2.8 gilt:
(12n+18)-BFR, —32n-BFR, 1

n+3

BFR,

BRi1 =

12n+18
n+3

Der Quotient!22-18 steigt streng monoton, und konvergiert fii c gegen den Wert
Co = 12 Diese Abschéatzun®F, 1 < ¢p- BF, lasst sich nun benutzen, um eine bessere

Abschétzung zu finden:
(12n+18)-BF,—32n-BF, 3

BF1 =
n+1 n+3
B (12n+18)-BR, — 32'BF,
- n+3
12— 3%)n+ 18
_ [12mg)ntis -BF,

n+3
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Der Faktor vor denBF, steigt wieder streng monoton und konvergiertriii co gegen den
Wertc; = 12— %f ~ 9,3. Nun kann man diese Abschatzung wieder einsetzen und erhalt
ein neue Abschéatzung. Durch mehrmaliges Wiederholen erhélt man die Falggen,
mit ¢ 1 = 12— %2 Diese Folge fallt streng monoton und konvergiertifis o gegen8.
Also gilt wie behaupteBF,, 1 < 8-BF,. Setzt man dies erneut in die Rekursionsformel ein,
so erhélt man:
(12n+18)-BRy—32n-BRy_1
n+3

(12n+18)-BF, — 4n-BF,

n+3

BI:n+l =

IN

8n+18
= -BFR
n+3 i

9
n+3
= 8 —4.BF

nt3 "

Satz 4.4. Die hier vorgestellte naive Godelisierudgist nicht dicht.

Beweis.Um die Dichtheit der Godelisierunfy zu wiederlegen, muss eine obere Schranke
fur die Wiederholrate gefunden werden. Sei @urin syntaktisch korrektes Programm mit
dom($;) # @. Nun wird angenommen, dass alle syntaktisch korrekten Programme der L&n-
genden selben Definitionsbereich wie das Prografn@ufweisen. Dies ist zwar nicht kor-

rekt, stellt aber sicherlich eine obere Schranke dar. Die syntaktisch inkorrekten Programme
kommen nicht in Betracht, da deren Definitionsbereich der leeren Menge entspricht. Es
ergibt sich daher folgendes:

BR
RDgi(n) < o7
i+
_ 8 Moms
< g
nli+9

B i':!)i+3

Dieser Ausdruck geht gegeh Die Gleichung aus Definition 4.1 kann also nicht erfullt
werden, da jedes noch so kleioe- O fiir grof3en unterschritten wird.
O

Satz 4.5. Die hier vorgestellte praktische Goédelisierudst dicht.

Beweis.Es muss geziegt werden, das die Gleichung aus Definition 4.1 gilt. Um die Wie-
derholrate fur ein gegebenes Programyrabzuschétzen, miissen andere Programme ge-
funden werden, die denselben Definitionsbereich aufweisen. Das konnen Programme sein,
die komplett andere Algorithmen darstellen, als das Progrgmriese sind daher sehr
schwer zu finden. Einfacher ist es, sich auf Programme zu beschranken,ddiéquiva-

lent sind. Diese sind einfacher zu finden, z.B. indem in das Programm Befehle eingefligt
werden, die entweder nicht ausgefiihrt werden oder keine Auswirkungen auf das Ergebnis
haben.

Es bietet es sich an, vor das Programm eine Schleife zu setzen, die ein beliebiges BF-
Programm beinhalten darf. Der Inhalt der Schleife wird nicht ausgefiihrt sondern Uber-
sprungen, da alle Zellen des Arbeitsbandes beim Start eines BF-Programfhgeiitlt

sind.

Sei nunm die Lange des Programngs und sein > m+ 2. Dann stehemBF,_,_»-viele
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mogliche BF-Programme zur Verfligung, die in Klammern vor das Programm gesetzt wer-
den kénnen. Es gilt also:
BF-m-2
BF,
BR m-2
- ogm2. BR-m-2

6"

Fur jedes Programm; existieren also wie gefordectundng.

RD¢‘i(ﬂ) >

5 Schlussfolgerungen

Die Godelisierung ist gemaR Satz 4.5 dicht. Laut Schindelhauer und Jakoby kann hier das
Halteproblem also nicht besser als bis auf einen konstanten Faktor approximiert werden.
Es stellen sich folgende weiterflihrende Fragen:

e Gibt es einen Algorithmus, der das Halteproblem ¢itatsachlich bis auf einen
konstanten Faktor approximiert?

e Falls ja, welche konstanten Approxmationsfaktoren sind erreichbar?

Die Godelisierung ist nicht dicht und tatsachlich folgt aus dem Beweis von Satz 4.4, dass
hier bereits das Identifizieren syntaktisch inkorrekter BF-Programme eine Fehlerrate von

o (%) fur die Approximation des Halteproblems liefert. Diese ist fur die Praxis naturlich
wenig hilfreich.
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