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Die Kombinatorik steckt voll interessanter offener Fragen. Bei Extremalproblemen
kennt man oftmals noch nicht einmal das asymptotische Verhalten. Computer können
dazu beitragen, zumindest ”kleine” Instanzen zu lösen und damit Kombinatoriker in
ihrer Intuition für den allgemeinen Fall zu schärfen. In dieser Diplomarbeit wird für
den Bereich der Ramsey-Zahlen der Stand der Forschung aufgearbeitet und für die
neusten gelösten Instanzen die verwendeten Algorithmen vorgestellt. Weiterhin wird
ein Versuch beschrieben, die Vermutung von Hirsch experimentell zu widerlegen.
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2.5 Möglichkeiten für (NF(x), N̄F(x)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6 Statistiken für (4,5)-Graphen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.4 Bekannte Werte für ∆(d,n). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.5 Bekannte Werte für ∆u(d,n). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.8 Vergleich der Durchschnittslaufzeiten der Algorithmen zur Berech-
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Durchschnittskardinalitäten der Eckenmengen nach dem Wedgen von
geometrisch gleichverteilt erzeugten einfachen (d−1,2d−1)-Polytope.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.12 Verteilung der gesamten Rechenleistung auf Teilexperimente. . . . . 65
3.17 Statistik geometrisch gleichverteilt erzeugter Polytope. . . . . . . . . 70



2 Tabellenverzeichnis



1 Einleitung

Was hat das Stapeln von Orangen auf dem Wochenmarkt mit Computermethoden und
Kombinatorik zu tun? Fruchthändler haben schon lange intuitiv gewusst, dass das Auf-
schichten von Rundobst und Gemüse am platzsparendsten in einer Pyramide geschieht.
Allerdings bereitet der Beweis dieser Erkenntnis den Mathematikern seit dem frühen
17. Jahrhundert Probleme. Dieses, als Kepler-Vermutung bekannte Problem trat in das
Sichtfeld von Mathematikern, als man die Anzahl von Kanonenkugeln in einem Stapel
bestimmen wollte. Interessant ist der Werdegang des neuesten Versuchs, diese Vermu-
tung zu beweisen. ”Die ZEIT” berichtet in ihrer 14. Ausgabe des Jahres 1999 von
einem 250 Seiten umfassenden Beweis, der von Hales und seinem Doktoranden Fer-
guson bei dem Fachblatt ”Annuals of Mathematics” zur Publikation vorgelegt wird.
Das Fachblatt beauftrage daraufhin, wegen der Wichtigkeit der Aussage, gleich zwölf
anstatt wie üblich zwei Gutachter mit der Verifikation. Eine der wichtigen Eigenschaf-
ten des Beweises ist es, dass die Autoren das Problem in 5000 Einzelfälle zerlegen, die
sie dann mit extensivem Computereinsatz lösen. Verwundert stellt ”Die ZEIT” vier
Jahre später in ihrer 34. Ausgabe aus dem Jahr 2003 fest, dass der Beweis immer noch
nicht publiziert ist. Der Sprecher der zwölf Gutachter, Gábor Fejes Tóth, dessen Vater,
Laszló Fejes Tóth schon 1953 an diesem Problem arbeitete und vermutete, dass die
Lösung mit immer weiter entwickelten Computern bestimmbar wird, erklärt, ”er sei
zu 99 Prozent [von der Richtigkeit des Beweises] überzeugt. Doch mit allerletzter Si-
cherheit habe sein Team die Richtigkeit des Hales-Beweises nicht bestätigen können.”
Letztendlich beschloss man den Beweis zu publizieren, allerdings mit dem Hinweis,
die Korrektheit nicht vollständig geprüft zu haben.

1.1 Computer in der Mathematik
Computer sind weit verbreitete Helfer in der Mathematik. Numeriker nutzen diese
Maschinen wohl auf die ursprünglichste Art, für die man sie zunächst gedacht hat. Das
Auswerten von Wettermodellen, Bestimmen von Strömungen, Berechnen statischer
und dynamischer Kräfte und die Suche nach außerirdischem Leben basieren auf dem
Lösen von Gleichungssystemen und Differentialgleichungen und dem Bestimmen der
Spektren von Signalen.
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4 1 Einleitung

Schach ist ein typischer Vertreter eines weiteren Gebietes in der Mathematik, in dem
Computer eine große Rolle spielen. Mühle, Awari, 4-Gewinnt, Go-Moku und Cu-
bic werden erfolgreich behandelt und gelöst. Schach- und Dame-Programme haben
schon vor Jahren den Leistungsstand bester menschlicher Spieler erreicht. Das derzei-
tig führende Schachprogramm wird an der Universität Paderborn mitentwickelt und ist
im Unterabschnitt 1.2.4 vorgestellt.
Immer häufiger verwendet man Computer unmittelbar in der Beweisführung. Aussa-
gen, die man zunächst nicht direkt beweisen kann und deren Lösungsraum numme-
rierbar ist, behandelt man mit Suchalgorithmen. Ein wichtiger Aspekt von solchen
computerunterstützten Beweisen ist das Lösen kleiner Instanzen eines Problems, um
eine Intuition für den allgemeinen Fall zu bekommen. Seit der Erfindung der Integrier-
ten Schaltung von 1958, verdoppelt sich ihre Komplexität, wie Moore 1965 behauptet,
etwa jede zwei Jahre. In immer größerem Maß vorhandene Rechenleistung, welche zu-
dem mit Hilfe von Netzwerken parallel von vielen Computern gleichzeitig abrufbar ist
und stets weiterentwickelte Algorithmen erlauben es, Probleminstanzen zu betrachten,
die früher unerreichbar schienen. Noch ist aber die Klasse der ”exhaustive search”-
Algorithmen, die die großen Suchräume behandeln, wenig erforscht.
Seit dem ”Beweis” des Vier-Farb-Satzes von Appel und Haken 1976 werden immer
wieder Diskussionen durch Beweise, die Teilaussagen mit Hilfe von Computereinsatz
herleiten, entfacht. Die Akzeptanz solcher Beweise als streng mathematische Beweise
ist strittig. Für Calude u. a., die in ihrem Artikel ”Passages of Proof” die Evolution des
Begriffs eines mathematischen Beweises beschreiben, ist diese Art von Beweisen die
Wiederentdeckung deduktiver empirisch-experimenteller Mathematik, welche schon
die Griechen eingeführt haben sowie eine natürliche Fortentwicklung klassischer Be-
weise.
Ob es sich dabei um Beweise aus der Klasse der Beweise des Vier-Farb-Satzes be-
ziehungsweise der Kepler-Vermutung oder um das Berechnen kleiner Instanzen kom-
binatorischer Extremalprobleme, wie es bei den Ramseyzahlen der Fall ist, handeln,
beide haben die Schwierigkeit der Verifikation gemein. Für Hilbert war die Verifikati-
on eines Beweises ein mechanischer Vorgang, der unter Benutzung von klar definierten
Regeln zu der zu beweisenden Aussage führt. Kein Mensch könne aber die 1936 Fälle
des Vier-Farb-Satzes überprüfen. Ron Graham fragt hierzu: ”If no human being can
ever hope to check a proof, is it really a proof?” Die Problematik hier ist: obwohl der
Computer ein viel besserer und ausdauernder mechanischer Beweisführer und Verifi-
zierer ist, kann die Korrektheit und Vollständigkeit auf Grund der nicht überschaubaren
Komplexität und der Interdependenzen der beweisführenden Algorithmen, der Compi-
ler und anderer Hilfsprogramme, nur angenommen werden. Knuth äußerte sich dazu:
”Beware of bugs in the above code: I have only proved it correct, not tried it.”
Ein konkreter Fall für einen computerunterstützten Beweis ist die Abschätzung der
Ramsey-Zahl R(3,8) von McKay u. Zhang Ke Min (1992). Die Autoren beschreiben
ihre Ideen und Algorithmen in ihrer Arbeit nicht vollständig. Weiterhin muss der ins-
gesamt 700 kB große Quellcode der Programme auf Vollständigkeit und Korrektheit
überprüft werden. Für einen Teil dieser Programme, die eine separate Bibliothek zur
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Bestimmung von Graphenisomorphie bilden, gibt es noch 2004 Fehlerbehebungen.

Beim ”Journal of Graph Theory”, bei dem der Artikel erscheinen soll, formuliert Dr.
Chung die Frage: ”Is an important result with a computer-assisted proof acceptable,
and, if so, how should the paper be evaluated knowing that it is almost impossible for
the referee to verify it’s correctness?” Ein Aspekt der Diskussion betraf die mögliche
Existenz von Aussagen, die eventuell nur durch Suche und nicht durch eine Kette von
Schlussfolgerungen überprüft werden könnten. Nievergelt meint dazu: ”Combinatorial
optimization and enumeration problems are modeled by state spaces that usually lack
any regular structure. Exhaustive search if often the only way to handle such ”com-
binatorial chaos”.” Als motivierendes Beispiel wird die Schachendspieldatenbank von
Thomson angeführt, bei der die optimalen Spielzugfolgen für Schachgroßmeister kei-
ne erkennbaren Strukturen oder Regelmäßigkeiten besitzen. Billings führt dazu an: ”It
is quite conceivable that there simply does not exist any reason for these sequences to
be optimal, but only the harsh truth that they must be”, ”We need only to look at the
success of the physical sciences to realize that mathematical rigor is not essential to
academic progress. Indeed, even mathematics suffers from the occasional faulty proof
and unsafe assumptions.”

Schlussendlich beschließt man den Artikel zu drucken, allerdings unter der Prämisse,
nicht für eventuelle Fehler im Programmteil zuständig zu sein. Wichtiges Ergebnis der
Diskussion ist das Hervorheben einiger Kriterien, die bei Beweisen solcher Art berück-
sichtigt werden sollten. So sollte die veröffentlichte Arbeit durch klare Beschreibung
der Algorithmen und die Erläuterung der Lösungen der aufgetretenen, problemspezifi-
schen Schwierigkeiten, unabhängige Arbeitsgruppen befähigen, die Resultate reprodu-
zieren und verifizieren zu können. Dieses wird 1995 bei der Bestimmung der neuesten
Ramsey-Zahl, R(4,5), von McKay u. Radziszowski berücksichtigt.

Die Fortschreitung technischer Entwicklung greift ebenfalls in die Arbeitsweise eines
Wissenschaftlers ein. Die heutige Einfachheit der schnellen globalen Kommunikation
erlaubt es und macht es auf einigen Gebieten sogar notwendig, aktuelle Kurzübersich-
ten der neuesten Ergebnisse eines Fachgebietes zu publizieren. Anderseits ergibt sich
daraus die Notwendigkeit, diese Übersicht stets aktuell zu halten. Ein Beispiel aus
dieser neuen Klasse von Publikationen gibt Radziszowski mit seinem Artikel ”Small
Ramsey Numbers”, in dem er periodisch die neuesten Entwicklungen zu Ramsey-
Zahlen zusammenfasst und einen Überblick über bekannte Ergebnisse gibt. Nahe zu
jedes Jahr wird eine aktualisierte Version zur Verfügung gestellt. Die aktuelle Version
des Dokuments ist die Nummer 10.
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1.2 Einige rechnerisch gelöste kombinatorische
Extremalprobleme

Auf der Suche nach interessanten kombinatorischen Extremalproblemen sind zu Be-
ginn der Diplomarbeit neben den Ramsey-Zahlen und der Vermutung von Hirsch wei-
tere Themen betrachtet worden. Zwei Probleme, die im Unterabschnitt 1.2.1 und Un-
terabschnitt 1.2.3 beschrieben sind, werden in der Arbeitsgruppe von Jürg Nievergelt,
an der ETH Zürich behandelt.

1.2.1 Das Spiel Mühle
Gasser von der ETH Zürich löst 1996 das Spiel Mühle. Interessant ist der Werde-
gang seines Beweises, der stellvertretend für die Implikation ”höhere Rechenleistung
führt zur Lösbarkeit von kleinen Instanzen kombinatorischer Extremalprobleme” ste-
hen könnte. 1998 beginnt Gasser mit der Suche nach einer Eröffnung, die bei optimal
spielenden Gegnern stets zum Gewinn oder Verlust führt. Dabei wird eine Endspielda-
tenbank aufgebaut, die 7×109 Zustände hat. Mit einer αβ-Heuristik der Tiefe 18 wird
dann geprüft, ob die Startkonfiguration zu einem Unentschieden führt. Speichert man
die Endspieldatenbank in komprimierter Form ab, so verbraucht sie etwa ein Gigabyte
Speicherplatz. Diese Größe ist heute unproblematisch. Gasser stehen aber 72 Mega-
byte Festplattenspeicher zur Verfügung, so dass die Datenbank der Endzustände nur
teilweise bearbeitet werden können. Die Verifikation der endgültigen Endspieldaten-
bank wird 1994 beendet, also fünf Jahre nach dem Start des Versuchs des Beweises.

1.2.2 Cut-Number für Hypercubes
Cut Number für Hypercubes ist ein weiteres aktuelles Thema, für das Sohler u. Ziegler
2000 für den 5-dimensionalen Fall die Anzahl der Hyperebenen mit 5 bestimmen.
Für die Frage, wieviele Kanten eines Hypercubes mit einer Hyperebene höchstens
geschnitten werden können, verbessern Emamy-Khansary u. Ziegler (2001) für die
Dimensionen d = 5,6,7,8 bisher bekannte Ergebnisse. Hier wäre die Fortsetzung der
Berechnungen möglich.

1.2.3 Die Bibliothek ZRAM
An der ETH Zürich entwickelt Marzetta 1998 die Bibliothek ZRAM. Die Bibliothek
implementiert parallele Versionen der backtracking-, reverse-search- und branch-and-
bound-Algorithmen transparent, so dass man die technischen Details der Paralleli-
sierung nicht betrachten muss. Weiterhin steht ein Werkzeug zur Größenabschätzung
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von Suchbäumen zur Verfügung. Probleme, die bisher mit ZRAM behandelt werden,
sind: einige Instanzen des quadratischen Zuordnungsproblems (QAP), Aufzählung der
Ecken und Facetten hochdimensionaler Polyeder, 15-Puzzle und euklidische Spannbäume.
Bremner benutzt 2002 ZRAM, um Möglichkeiten zur Erzeugung von Polytopen mit
großem Durchmesser zu Untersuchen. Seine Methode wird im Abschnitt 3.5 vorge-
stellt.

1.2.4 Schach
Schach ist ein Spiel, bei dem Computer und Computerprogramme heute unter sich
sind. Erst kürzlich (27/2/2005) gewinnt das in Paderborn mitentwickelte Hardware /
Software-Schachprogramm Hydra das Paderborner Computerschachturnier ungeschla-
gen. Das Problem Schach wird mit der Dominanz der Computerspieler aber nicht unin-
teressanter. Tscheuschner leitet experimentell für das Vier-Spieler-Schach die Aussage
für αβ-Algorithmen: ”Initiative zeigende Spieler verlieren”, her. Intuitiv ist die Aussa-
ge bekannt.

1.3 Ziele der Diplomarbeit
Ich möchte in meiner Diplomarbeit die Arbeiten vorstellen, die die letzten Ergebnisse
auf dem Gebiet der Ramsey-Zahlen für Graphen repräsentieren. Es soll dabei die Me-
thodik vorgeführt werden, mit der man kombinatorische Aussagen und Computeralgo-
rithmen erfolgreich kombiniert, um Aussagen herzuleiten. Weiterhin gehe ich auf die
Entwicklung der Problematik der Verifikation, der Vollständigkeit und Korrektheit von
”Computerbeweisen” ein.
Im zweiten Abschnitt stelle ich die Vermutung von Hirsch für den Durchmesser von
Polytopen und den Spezialfall: die d-step Conjecture vor. Ich beschreibe einen Ver-
such, diese Vermutung mit Hilfe von parallelem Einsatz von Computern zu widerle-
gen.
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2 Ramsey-Zahlen

”In jeder Menge aus drei gewöhnlichen Menschen haben mindestens zwei
das gleiche Geschlecht.”

”Unter je sechs Personen finden sich drei, die sich gegenseitig kennen,
oder drei, die sich gegenseitig nicht kennen.”

Sucht man nach einer Substruktur bestimmter Größe in einer beliebigen Menge, so
stellt sich die Frage: Ist die gesuchte Struktur auch in der Menge vorhanden? Zu die-
ser Frage kann 1930 Frank P. Ramsey (1903 - 1930) eine Antwort geben, die wörtlich
etwa so lauten könnte: ”Man muss eine Menge nur groß genug wählen, um das Vor-
handensein einer Substruktur bestimmter Größe zu garantieren.”
Oft wird die Aussage von Ramsey auch als das ”verallgemeinerte Schubfachprinzip”
bezeichnet. Das Schubfachprinzip von Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859)
besagt, dass beim Verteilen von t +1 Gegenständen auf t Schubladen, eine Schublade
mindestens zwei Gegenstände beinhaltet. Die quantitative Verschärfung dessen stellt
sich wie folgt dar: Verteilt man auf t Schubladen mit den Kapazitäten qi, i = 1, . . . , t die
Elemente aus der Menge M, |M|= q1 + · · ·+qt +1, so gibt es zu jeder Verteilung der
Gegenstände beziehungsweise Zerlegung der Menge M = M1 ∪ ·· · ∪Mt mindestens
ein Index s ∈ {1, . . . , t} mit |Ms| > qs. Die Garantie von ”vielen Elementen” in einer
Klasse bei der Aussage von Dirichlet wird zu einer Garantie großer Substrukturen in
einer Klasse bei der Verallgemeinerung von Ramsey.
Im Folgenden werden die Existenzaussagen von Ramsey mit einem anschließenden
Überblick über die quantitativen Aussagen der Ramsey-Theorie für Graphen sowie
die neuesten gefundenen Ramsey-Zahlen vorgestellt. Hierbei werden die Methoden
ihrer Bestimmung aufgezeigt.

2.1 Der historische Satz von Ramsey
Die finite und infinite Version seines Satzes verfasste Ramsey 1930 in dem Artikel
”On a Problem of Formal Logic”. Der infinite Fall ist im Buch von Graham, R. L. u. a.
(1990), 19ff, wiedergegeben.

9
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Satz 2.1.1 (Finite Version des Satzes von Ramsey). Zu beliebigen natürlichen Zahlen
r,q1, . . . ,qt mit r ≤ q1, . . . ,qt gibt es eine natürliche Zahl N0 mit der Eigenschaft: Ist
N ≥ N0, M eine N-Menge, und ist eine Zerlegung von

(M
r

)
in t Teilmengen gegeben,

etwa
(M

r

)
= P1∪·· ·∪Pt , so existieren ein Index s∈ {1 . . . t} und eine Teilmenge M′ von

M mit:

|M′|= qs und
(

M′

r

)
⊆ Ps.

Mit der Annahme, dass der Satz 2.1.1 gilt, kann man folgendermaßen definieren:

Definition 2.1.2. Mit dem finiten Satz von Ramsey gibt es zu den Zahlen
r,q1, . . . ,qt ∈ IN mit r ≤ q1, . . . ,qt ein minimales N0 ∈ IN mit der geforderten Eigen-
schaft. Man definiert es als die Ramsey-Zahl zu r und q0, . . . ,qt und schreibt:

N0 = R(q1, . . . ,qt;r).

Die Konsequenz aus diesem Satz veranschaulichen zwei Fälle:

• Im Fall r = 1 bekommt man das verschärfte Schubfachprinzip. Zu beliebigen
Zahlen q1, . . . ,qt ∈ IN gibt es ein N0 (hier: N0 = (q1−1)+ · · ·+(qt−1)+1) mit:
Ist eine Zerlegung der N-Menge M, N ≥ N0, etwa M = M1∪ ·· · ∪Mt gegeben,
so gibt es mindestens ein Index s ∈ {1, . . . , t} mit |Ms| ≥ qs.

• Für r = 2 bietet sich die Verdeutlichung mittels Graphen an. Die N-elementige
Menge M wird dabei mit den N Knoten, die Tupel

(M
2

)
mit den N(N−1)

2 Kanten
und die Zerlegung von

(M
2

)
= P1∪·· ·∪Pt in t Teilmengen mit der Kantenfärbung

mit t Farben identifiziert. Gesucht werden Substrukturen wie vollständige Gra-
phen, Kreise, bipartite Graphen usw. .

Die Beweise der Sätze von Ramsey sind aus dem Buch von Jacobs u. Jungnickel (2004)
übernommen.

Beweis. [Finite Version des Satzes von Ramsey] Der Beweis erfolgt in zwei Schrit-
ten. Zuerst wird per Induktion über t die zu beweisende Aussage auf den Fall t = 2
reduziert. Dann zeigt man die Existenz von R(q1,q2;r) per Induktion über r.
Sei t = 1. Dann gilt R(q1;r) = q1.
Sei nun t ≥ 3 und der Satz von Ramsey gelte für 2, . . . , t−1. Zu den gegebenen natürli-
chen ganzen Zahlen r,q1, . . . ,qt mit r ≤ q1, . . . ,qt definiert man:

q′1 = q1, . . . ,q′t−2 = qt−2 und q′t−1 = R(qt−1,qt ;r).

Es gilt: r ≤ q′1, . . . ,q
′
t−1, denn r ≤max{qt−1,qt} ≤ R(qt−1,qt ;r). Nun setzt man N0 =

R(q′1, . . . ,q
′
t−2,q

′
t−1;r) und wählt ein M mit |M| ≥ N0 und die Zerlegung
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(M
r

)
= P1∪·· ·∪Pt−1∪Pt . Zu der Zerlegung wird eine weitere Zerlegung wie folgt

definiert:
P′1 = P1, . . . ,P′t−2 = Pt−2 und P′t−1 = Pt−1∪Pt ,

so dass
(M

r

)
= P′1 ∪ ·· · ∪P′t−2 ∪P′t−1 ist. Nach der Induktionsannahme existiert eine

Menge M′ ⊆ M und ein Index s ∈ {1, . . . , t− 1} mit |M′| = q′s und
(M′

r

)
⊆ P′s. Wenn

s < t−1 ist, dann gilt |M′| = qs,
(M′

r

)
⊆ Ps und man ist für diesen Fall fertig. Ist aber

s = t−1 so gilt |M′|= R(qt−1,qt ;r) und
(M′

r

)
⊆ Pt−1∪Pt . Wird der zu Pt−1∩

(M′
r

)
und

Pt ∩
(M′

r

)
gehörenden Zweier-Fall betrachtet, so findet sich ein M′′ ⊆ M′ ⊆ M, sowie

ein Index s ∈ {t−1, t} mit |M′′|= qs und
(M′′

r

)
⊆ Ps.

Dabei bleibt noch die Existenz der Ramsey-Zahlen für den Fall t = 2 zu zeigen. Dazu
führt man eine Induktion über r durch.
Sei r = 1. Dann ist:

R(q1,q2;1) = (q1−1)+(q2−1)+1 = q1 +q2−1.

Sei also r > 1 und die Behauptung gelte für 1, . . . ,r−1. Für die Parameter q1,q2 ist eine
weitere Induktion über q := q1 +q2 zu verwenden. Man zeigt für den Induktionsanfang
q1 +q2 = 2r die allgemeineren Fälle:

R(q1,r;r) = q1 und R(r,q2;r) = q2.

Es genügt den ersten Fall zu betrachten, denn die Ramsey-Funktion ist symmetrisch
in den Parametern q1, . . . ,qt . Man wählt die Menge |M| ≥ q1 mit der Zerlegung in
zwei Teilmengen P1∪P2 =

(M
r

)
. Falls P2 6= /0 ist, so wählt man M′ ∈ P2 mit |M′| = r,(M′

r

)
= {M′} ⊆ P2. Damit ist dieser Fall erfüllt. Ist dagegen P2 = /0, so ist

(M
r

)
= P1 und

man wählt M′ als eine beliebige q1-Teilmenge von M.
Für den Induktionsschritt seien nun q1,q2 > r. Die Induktionsannahme gelte für
R(q1− 1,q2;r) =: p1 und R(q1,q2− 1;r) =: p2. Für die Existenz von R(q1,q2;r) be-
weist man folgende Ungleichung:

R(q1,q2;r)≤ R(p1, p2;r−1)+1.

Dazu wählt man eine N-Menge M, N ≥ R(p1, p2;r−1)+1, mit der Zerlegung(M
r

)
= P1∪P2. Sei dann x0 ∈M und M0 = M\{x0}. Zu M0 ist die Zerlegung

( M0
r−1

)
= Q1∪Q2

wie folgt definiert:

Q1 = {A|A⊆M0, |A|= r−1,A∪{x0} ∈ P1},

Q2 = {A|A⊆M0, |A|= r−1,A∪{x0} ∈ P2}.

Da M0 mindestens R(p1, p2;r−1) Elemente hat, gibt es nach Induktionsannahme eine
Teilmenge M′0 ⊆M0 und ein Index k ∈ {1,2}mit |M′0|= pk und

( M′0
r−1

)
⊆Qk. Sei k = 1.
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Dann gilt: |M′0| = p1 = R(q1− 1,q2;r) sowie
( M′0

r−1

)
⊆ Q1. Nach Induktionsannahme

ergeben sich zwei Fälle:

1. Falls es eine q1− 1 große Teilmenge M′′0 von M′0 mit
(M′′0

r

)
⊆ P1 gibt, so setzt

man M′ = M′′0 ∪{x0}. Dann ist |M′| = q1. Für eine r-elementige Teilmenge A
von M′ gilt nun: ist A ⊆ M′′0 , so ist A ∈ P1. Ist allerdings x0 ∈ A, dann ist die
(r−1)-elementige Menge A0 = A\{x} eine Teilmenge von M′0 und somit in Q1.
Mit der Definition für Q1 ist A = A0∪{x} in P1.

2. Es gibt eine q2-elementige Menge M′ von M′0 mit |M′|= q2 und
(M′0

r

)
⊆ P2.

Der Fall k = 2 folgt analog.

Satz 2.1.3 (Die infinite Version des Satzes von Ramsey). Sei X eine unendliche Menge;
ferner sei eine Zerlegung

(X
r

)
= P1,∪·· ·∪,Pt gegeben. Dann gibt es einen Index

s ∈ {1, . . . , t} und eine unendliche Teilmenge X0 von X mit
(X0

r

)
⊆ Ps

Um den Satz beweisen zu können, braucht man den folgenden Hilfssatz (ohne Beweis):

Satz 2.1.4 (Unendliches Schubfachprinzip). Jede endliche Partition einer unendlichen
Menge enthält mindestens einen unendlichen Bestandteil.

Beweis. [Die infinite Version des Satzes von Ramsey] Der Beweis erfolgt per Indukti-
on über r.
Das unendliche Schubfachprinzip liefert den Induktionsanfang für r = 1.
Angenommen, für r− 1 ≥ 2 gilt die Behauptung. Dann wird eine unendliche Folge
konstruiert, deren r-elementige Teilmengen alle in einer Klasse der Zerlegung von
X liegen. Dazu wählt man eine unendlich abzählbare Teilmenge S1 von X und ein
beliebiges Element x1 ∈ S1. Man definiert nun eine Zerlegung:

T1s = {A|A⊆ S1 \{x1}, |A|= r−1,{x1}∪A ∈ Ps} (s = 1, . . . , t).

Offenbar gilt
(S1\{x1}

r−1

)
= T11∪ ·· · ∪T1t . Nach Induktionsannahme gibt es einen Index

s∈{1, . . . , t} und eine unendliche Teilmenge S2⊆ S1\{x1}mit
( S2

r−1

)
⊆ T1s. Man wählt

jetzt ein beliebiges x2 ∈ S2 und fährt mit der Konstruktion der Folge
(S j,x j) j=1,2,..., S j+1 ⊆ S j \ {x j} j=1,2,...fort. Es gibt dann zu jedem j ∈ IN einen Index
s ∈ {1, . . . , t} mit:

A⊆ S j+1, |A|= r−1 =⇒ {x j}∪A ∈ Ps.

Nach dem unendlichen Schubfachprinzip gibt es einen Index s ∈ {1, . . . , t} und eine
Folge j1 < j2 < .. . mit {x jµ1

, . . . ,x jµr
} ∈ Ps für µ1 < · · ·< µr. Damit erfüllt die unend-

liche Teilmenge X0 = {x j1,x j2, . . .} von X die Bedingung
(X0

r

)
⊆ Ps.
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2.2 Ramsey-Theorie für Graphen
Es war und ist stets von Interesse, für konkrete Parameter r,q1, . . . ,qt quantitative Aus-
sagen treffen zu können. So zeigt 1935 E. Klein (später Szekeres) für die Frage: Vor-
ausgesetzt, dass je drei Punkte nicht auf einer Linie liegen dürfen, wie viele Punkte in
der Ebene enthalten stets ein konvexes Polygon mit vier Ecken? Die Antwort ist fünf
Punkte. Sie führte zusammen mit Erdös die Existenzaussage im allgemeinen Fall auf
die Aussage von Ramsey zurück. Besonders viele Aussagen über konkrete Ramsey-
Zahlen gibt es für r = 2. Wie im Abschnitt 2.1 beschrieben, lassen sich bei r = 2 die
Aussagen mittels gewöhnlicher Graphen darstellen.
Die Ramsey-Theorie für Graphen ist heute ein aktives Forschungsgebiet. Eine Über-
sicht der neuesten Ergebnisse ist im ständig aktuell gehaltenem Artikel von Radzis-
zowski (1994) ”Small Ramsey Numbers” zu finden. Radziszowski gibt folgende For-
mulierung für die Ramsey-Zahl auf Graphen an:

Seien G1, . . . ,Gt r-uniforme Hypergraphen (r ist die Anzahl Knoten per
Kante). Die Ramsey-Zahl R(G1, . . . ,Gt ;r) bezeichnet das kleinste n, so
dass für alle Färbungen der r-Teilmengen von n mit t Farben stets gilt: Es
gibt mindestens ein i, so dass die r-elementige Teilmengen von n mit der
Farbe i einen zu Gi isomorphen Subhypergraph enthalten. R(G1, . . . ,Gt ;r)
ist fix unter der Permutation der ersten t Argumente.

Die Aussage: ”Unter sechs Personen gilt stets: drei kennen sich, oder drei kennen sich
nicht,” lässt sich wie folgt mittels Graphen modellieren:
Wenn man für das Prädikat ”sich kennen” eine Kante zwischen zwei Knoten zieht und
je nach dem, ob sich die Personen kennen oder nicht, die Kante mit den Farben blau
oder rot färbt, so ergibt sich ein vollständiger Graph K6 mit der Kantenfärbung aus zwei
Farben. In diesem Graph gibt es stets eine Gruppe aus drei Knoten, die alle miteinander
mit blauen Kanten verbunden sind, also eine blaue 3-Clique beziehungsweise einen
blauen Graph K3 bilden, oder eine Gruppe aus drei Knoten, die alle miteinander mit
roten Kanten verbunden sind, also einen roten Graph K3 bilden.
Man kann die spezielle Aussage: ”Unter sechs Personen gilt stets: drei kennen sich,
oder drei kennen sich nicht,” auch intuitiver auf folgende Weise modellieren: Nur die
Knoten werden durch eine Kante verbunden, die stellvertretend für Personen stehen,
die sich kennen. Die Aussage lautet nun: ”In einem beliebigen 6-Graph gibt es stets ei-
ne 3-Clique oder eine 3-unabhängige Menge”, beziehungsweise ”In einem beliebigen
6-Graph oder seinem Dual gibt es stets eine 3-Clique”.
Vereinfachend schreibt man:

R(3,3) = R(K3,K3) = R(K3,K3;2).

Die Behauptung, dass bei der Kantenfärbung eines Graphen K6 mit blau und rot, immer
ein blauer oder roter Graph K3 zu finden ist, lässt sich wie folgt beweisen: Man wählt
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(a) {v,b,c} bilden einen blau-
en Graph K3.

(b) {a,b,c} bilden einen roten
Graph K3.

Abbildung 2.1: R(3,3) ≤ 6. Zur besseren Darstellung sind nicht alle Kanten einge-
zeichnet.

einen Knoten v ∈ V aus dem vollständigen Graph K6 = (V,E) aus und betrachtet die
Färbung der fünf Kanten von v. Mindestens drei der fünf Kanten haben die gleiche Far-
be, angenommen, es sei die Blaue. Der Beweis für den Fall mit mindestens drei roten
Kanten erfolgt analog. Gibt es nun zwischen den zu v adjazenten Knoten {a,b,c}, wie
in der Abbildung 2.1(a) zu sehen ist, eine blaue Kante, z.B. (b,c), so bilden die Knoten
{v,b,c} einen blauen Graph K3. Existiert dagegen zwischen den Knoten {a,b,c} keine
blaue Kante, so müssen alle Kanten zwischen dieser Knotenmenge, wie in der Abbil-
dung 2.1(b) zu sehen ist, rot sein. Die obere Schranke R(3,3)≤ 6 ist damit gezeigt.
Um die untere Schranke R(3,3)≥ 6 zeigen zu können, müsste man zu einem vollstän-
digen Graph mit fünf Knoten eine Kantenfärbung mit zwei Farben finden, die sowohl
keinen blauen Graph K3 als auch keinen roten Graph K3 als Teilgraph hat. Ein solcher
so genannter Ramsey-Graph, abgekürzt mit Rg(3,3) beziehungsweise mit (3,3), ist
in Abbildung 2.2 dargestellt. Hat der Graph weiterhin N0− 1 Knoten, so wird er als
kritisch bezeichnet.

Abbildung 2.2: Kritischer Ramsey-Graph: Rg(3,3).

Möchte man durch Angabe der oberen Schranke und eines kritischen Ramsey-Graph
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die Ramsey-Zahlen R(3,4), R(3,5) und R(4,4) herleiten, braucht man die folgenden
drei Aussagen:

Satz 2.2.1 (Erdös, Szekeres, 1935 ). Für s, t ∈ IN, s≥ 2, t ≥ 2 gilt:

R(s, t)≤ R(s, t−1)+R(s−1, t).

Es tritt keine Gleichheit ein, falls R(s, t−1) und R(s−1, t) gerade sind.

Beweis. Der Beweis von R(s, t) ≤ R(s, t − 1;2) + R(s− 1, t;2) ist ein Spezialfall im
Beweis der finiten Version des Satzes von Ramsey (S. 10).
Für den Fall, dass R(s, t − 1) und R(s− 1, t) gerade sind, nimmt man an, dass die
2-Kantenfärbung von Kn, n = R(s, t − 1) + R(s− 1, t)− 1, mit blau und rot, keinen
blauen Graph Ks und keinen roten Graph Kt enthält. In diesem Fall muss jeder Knoten
von Kn genau R(s, t− 1)− 1 rote und R(s− 1, t)− 1 blaue Kanten haben. Betrachtet
man den Ausdruck für die Anzahl roter Kanten: n(R(s,t−1)−1)

2 , so ist er nicht ganzzahlig
wenn R(s, t−1) und R(s−1, t) gerade sind. Damit ist die Annahme, Kn besitze keinen
blauen Graph Ks und keinen roten Graph Kt , falsch.

Lemma 2.2.2. Für s, t ∈ IN, s≥ 2, t ≥ 2 gilt:

R(s, t)≤
(

s+ t−2
s−1

)
=

(
s+ t−2

t−1

)
Beweis. Man beweist die Aussage durch Induktion nach s und t. Für den Induktions-
anfang mit s = 2 und t = 2 gilt: R(2,2) = 2 =

(2
1

)
. Weiterhin gilt:

R(s,2) = R(2,s) = s =
(s

1

)
=

( s
s−1

)
. Nun kann man annehmen, dass die Aussage für

alle s′, t ′ ∈ IN, 4 ≤ s′+ t ′ < s + t gilt. Mit dem Satz 2.2.1 lässt sich R(s, t) wie folgt
abschätzen:

R(s, t) ≤ R(s, t−1)+R(s−1, t)

≤
(

s+ t−3
s−2

)
+

(
s+ t−3

s−1

)
=

(
s+ t−2

s−1

)
.

Mit R(s, t) = R(t,s) folgt:

R(s, t) ≤
(

s+ t−2
t−1

)
.
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Satz 2.2.3. Für t ∈ IN, t ≥ 3 gilt:

R(3, t)≤ 1
2
(t2 +3)

Beweis. Man führt den Beweis durch Induktion nach t durch. Für t = 3 gilt:
6 = R(3,3)≤ 1

2(32 +3) = 6. Angenommen, die Induktionsannahme gilt für
3, . . . , t−1. Mit dem Satz 2.2.1 schätzt man nun ab:

R(3, t) ≤ R(2, t)+R(3, t−1)

≤ t +R(3, t−1). (2.1)

Sind t und R(3, t−1) gerade, so gilt:

R(3, t) ≤ t +R(3, t−1)−1. (2.2)

Das Einsetzen der Induktionsvoraussetzung in Gleichung 2.1 liefert:

R(3, t) ≤ t2 +4
2

. (2.3)

Ist t ungerade, so ist auch t2 + 4 ungerade und Gleichung 2.3 liefert die Behauptung.
Sei nun t gerade. Es ergeben sich daraus zwei Fälle: R(3, t−1) < 1

2((t−1)2 +3) und
R(3, t−1) = 1

2((t−1)2 +3). Im ersten Fall bekommt man R(3, t) < 1
2(t2 +4) mit Glei-

chung 2.1. Im zweiten Fall entsteht mit 2R(3, t−1)−4 = t2−2t und einem geraden t
auch ein gerades R(3, t−1). Das liefert: R(3, t)≤ 1

2(t2 +2).

Mit Satz 2.2.3 kann man R(3,4)≤ 9 und R(3,5)≤ 14 abschätzen. Weiterhin ist R(4,4)
mit Satz 2.2.1 abzuschätzen als:

R(4,4)≤ R(4,3)+R(3,4) = 2R(3,4)≤ 18.

Die unteren Schranken für die drei Fälle erhält man mit den kritischen Ramsey-Graphen
in Abbildung 2.3.
1964 kann Kéry R(3,6) = 18 bestimmen. Unabhängig von ihm zeigen 1968 Graver
u. Yackel: R(3,6) = 18 und R(3,7) = 23. 1982 benutzen Grinstead u. Roberts den
von Kalbfleisch (1966) gefundenen (kritischen) Ramsey-Graph, um R(3,9) = 36 zu
zeigen. Sie finden weiterhin eine untere Schranke für R(3,8). Diese untere Schranke
erweist sich als scharf, denn 1992 berechnen McKay u. Zhang Ke Min R(3,8) = 28.
Ein weiterer Ramsey-Graph von Kalbfleisch für den Fall R(4,5), den er 1965 findet,
erweist sich ebenfalls als scharf. 1995 berechnen McKay u. Radziszowski: R(4,5) =
25.
In der Tabelle 2.1 sind einige der heute bekannten Ramsey-Zahlen R(Ks,Kt) und die
unteren und oberen Schranken angegeben (Stand: Radziszowski (1994)).
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(a) Rg(3,4) (b) Rg(3,5) (c) Rg(4,4)

Abbildung 2.3: Kritische Ramsey-Graphen für R(3,4) > 8, R(3,5) > 13 und R(4,4) >

17.

t 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
s

3 6 9 14 18 23 28 36 40
43

46
51

52
59

59
69

66
78

73
88

4 18 25 35
41

49
61

56
84

69
115

92
149

97
191

128
238

133
291

141
349

153
417

5 43
49

58
87

80
143

101
216

121
316

141
442

157 181 205 233 261

6 102
165

111
298

127
495

169
780

178
1171

253 262 317 401

7 205
540

216
1031

232
1713 2826

405 416 511

8 282
1870

317
3583 6090

817 861

9 565
6588

580
12677

10 798
23556

1265

Tabelle 2.1: Einige der heute bekannten Ramsey-Zahlen und deren Schranken.

Mit R(3,3,3;2) = 17 und R(4,4;3) = 13 sind heute insgesamt 11 nichttriviale Ramsey-
Zahlen bekannt, bei denen man nach vollständigen Graphen als Substruktur sucht.

Bei der Suche nach den Ramsey-Zahlen beschränkt man sich nicht auf vollständi-
ge Graphen als Substruktur. Für Kreise, Pfade, bipartite Graphen, vollständige Gra-
phen exklusive einer Kante, Bäume und für weitere Graphen und Kombinationen da-
zwischen gibt es zahlreiche Ergebnisse. Eine Übersicht gibt Radziszowski in ”Small
Ramsey Numbers.” Die folgenden Kapitel beschränken sich auf die Darstellung von
Computermethoden zur Bestimmung der klassischen Ramsey-Zahlen R(Ks,Kt ;2) und
deren Schranken.

Radziszowski gibt ebenfalls eine Liste von Ergebnissen an, die sich als falsch erwiesen
haben, aber schon zitiert worden sind (z.B. Stone: R(5,5) = 50).
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2.3 Asymptotik der Ramsey-Zahlen
Aus dem Lemma 2.2.2 lässt sich mit der Stirling-Formel:

√
2πs

( s
e

)s
≤ s!≤

√
2πs

( s
e

)s
e

1
12s

folgende obere Schranke für die diagonalen Ramsey-Zahlen ableiten:

R(s) = R(s,s) =≤
(

2s−2
s−1

)
≤ 22s−2
√

s
.

Die Schranke wird 1988 von Thomason für große s verbessert:

R(s)≤ 22s

s
.

Für die untere Schranke zeigte Erdös (1947):

R(s)≥ 2
s
2 .

Beweis. [Erdös (1947)] Für s = 2 gilt mit R(2) = 2 die Behauptung. Sei im Folgen-
den s ≥ 3. Man nimmt an, die Aussage des Satzes gilt für ein n < 2

s
2 und führt die-

se Annahme zum Widerspruch. Sei Gn die Menge aller Kantenfärbungen eines Gra-
phen Kn = ({1, . . . ,n},En) mit zwei Farben: blau und rot. |Gn|= 2(n

2). Seien weiterhin
Bs

n und R s
n Teilmengen von Gn, die einen blauen beziehungsweise einen roten Graph

Ks enthalten. Es gilt: |Bs
n| = |R s

n |. Wählt man aus der Knotenmenge von Kn s Kno-
ten für einen monochromatischen Graph Ks einer bestimmten Farbe aus, so gibt es
in Gn 2(n

2)−(s
2) Färbungen, die diesen monochromatischen Graph Ks als Teilgraphen

haben. Weiterhin kann man aus der Knotenmenge von Kn
(n

s

)
verschiedene s-Tupel

auswählen. Damit ergibt sich folgende Abschätzung:

|Bs
n|= |R s

n | ≤
(

n
s

)
2(n

2)−(s
2).

Mit n < 2
s
2 erhält man:

|Bs
n|
|Gn|

=
|R s

n |
|Gn|

≤
(

n
s

)
2−(

s
2) ≤ ns

s!
2−(

s
2)

<
1
s!

2
s2
2 2−(

s
2) =

1
s!

2
s
2 <

1
2
.

Damit enthält Gn mindestens eine Färbung, die sowohl keinen blauen Graph Ks als
auch keinen roten Graph Ks als Teilgraph hat.
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1975 verbesserte Spencer die untere Schranke von Erdös um den Faktor 2. Die Asym-
ptotik diagonaler Ramsey-Zahlen ist nicht bekannt. Allerdings führt Bolobás folgende
Vermutung an: ”It is widely believed that there is a constant c, perhaps even c = 1,
such that

R(s) = 2(c+o(1))s,

but this is very far from being proved”.
Für den nichtdiagonalen Fall R(3, t) gibt Kim 1995 eine untere Schranke an. Zusam-
men mit der bekannten oberen Schranke kann er zeigen, dass sich R(3, t) asymptotisch
wie t2

log t verhält:

c(1−o(1))
t2

log t
≤ R(3, t)≤ (1+o(1))

t2

logt
,

mit c = 1
2∗92 .

2.4 Computermethoden in der Literatur
Betrachtet man den Einsatz von Algorithmen bei der Bestimmung von Ramsey-Zahlen,
so sind Grinstead u. Roberts (1982) die Ersten, die damit erfolgreich eine neue Ramsey-
Zahl exakt angeben (R(3,9)= 36) und zudem für eine weitere Ramsey-Zahl die Schran-
ken verbessern können (28≤ R(3,8)≤ 29). Alle zeitlich folgenden exakten Ergebnis-
se für Ramsey-Zahlen (McKay u. Zhang Ke Min (1992): R(3,8) = 28 und McKay u.
Radziszowski (1995): R(4,5) = 25) können ausschließlich unter intensivem Einsatz
von Computeralgorithmen erbracht werden. Diese Art von Beweisen ist umstritten, da
dabei Probleme wie z.B. die Korrektheit der Implementierung von Algorithmen oder
Reproduzierbarkeit und Verifizierbarkeit auftreten.
Ein ”brute-force”-Ansatz ist schon bei kleinen Parametergrößen nicht mehr geeignet,
um Ramsey-Zahlen zu bestimmen. Ein naheliegender brute-force-Algorithmus für die
Schranke R(s, t) > n ist das Prüfen aller Graphen mit n Knoten auf das Vorhanden-
sein einer s-Clique oder einer t-Clique im dualen Graph. Wird ein Graph gefunden,
der sowohl keine s-Clique als auch keine t-Clique im dualen Graph enthält, so stoppt
der Algorithmus mit der Aussage: R(s, t) > n. Sonst gilt, nach dem Durchsuchen des
gesamten Suchraums: R(s, t)≤ n.
Allein das Entscheiden, ob ein gegebener Graph eine Clique bestimmter Größe hat, ist
NP-vollständig. Dieses Problem ist wegen der kleinen Parameter s und t vernachlässig-
bar. Es gibt, in der Größe des Graphen, exponentiell viele Möglichkeiten der Konstruk-
tion von Graphen. Das Problem des großen Suchraums wird mit kombinierten Me-
thoden behandelt. Dabei benutzt man kombinatorische Lemmata, um den Suchraum
oder die Suchräume praktikabel klein zu bekommen und spezialisierte Suchalgorith-
men, die diese Fälle auf behauptete Eigenschaften (nicht unbedingt das Vorhanden-
sein von Cliquen bestimmter Größen) prüfen. So wird beim Beweis von R(3,8) ≤ 29
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und R(3,9) ≤ 36 behauptet, ein beliebiger (s, t)-Ramsey-Graph mit n Knoten und e
Kanten hat mindestens einen Knoten, der eine spezielle Eigenschaft auf seinem Nicht-
Nachbargraph impliziert. Ausgehend von allen möglichen und in Frage kommenden
Nicht-Nachbargraphen wird dann mit einem Algorithmus versucht, einen (s, t) Graph
mit n Knoten und e Kanten und einem passenden Knoten zu konstruieren. Wird ein
solcher Graph nicht gefunden, so lassen sich, teilweise schon bekannte Schranken, ver-
bessern was insgesamt zu einer besseren Abschätzung der gesuchten Ramsey-Zahlen
führt.

2.4.1 Beweis von 28≤ R(3,8)≤ 29 und R(3,6) = 36
Grinstead u. Roberts führen 1982 einen kombinierten Ansatz vor um zu zeigen:

28≤ R(3,8)≤ 29 und R(3,9)≤ 36.

Sie benutzen dabei die mathematischen Methoden, die Graver u. Yackel (1968) entwi-
ckeln, um R(3,6) = 18 und R(3,7) = 23 zu beweisen und erweitern diese um Compu-
teralgorithmen, die einige Teilbehauptungen zeigen. Die zentralen Ideen der Autoren
werden nach den notwendigen Definitionen erläutert. In folgenden zwei Abschnitten
werden jeweils Beweise für die Aussagen R(3,8) ≤ 29 und R(3,9) ≤ 36 vorgestellt
und anschließend die benutzten Algorithmen beschrieben.

Beweis von 28≤ R(3,8)≤ 29

Bevor die Methodik der Beweise von R(3,8)≤ 29 und R(3,9)≤ 36 vorgestellt werden
kann, sind folgende Definitionen und Erläuterungen notwendig:
Sei G ein Graph mit n Knoten und e Kanten und bezeichne I(G) und C(G) die Größe
einer größten unabhängigen Menge, beziehungsweise Clique in G. Gilt nun für G:
I(G) < l und C(G) < k mit k, l ∈ IN, so bezeichnet man G als einen (k, l,n,e) bezie-
hungsweise (k, l,n)-Graph. Offenbar ist die Ramsey-Zahl R(k, l) gerade das kleinste
n, für das es keinen (k, l,n)-Graph gibt. Bezeichne weiterhin e(k, l,n) die kleinste An-
zahl Kanten in einem (k, l,n)-Graph. In der Tabelle 2.2 sind einige Werte für e(3, l,n)
dargestellt.

Definition 2.4.1. Sei G = (V,E) ein Graph und sei v ∈ V ein beliebiger Knoten in
G. Dann bezeichnet N(v) den, von zu v adjazenten Knoten induzierten Subgraph und
N̄(v) den, von den Nicht-Nachbarknoten von v induzierten Subgraph.

Mit Hilfe dieser Begrifflichkeiten lässt sich die Idee der Autoren wie folgt beschrei-
ben: Sie geben einen Algorithmus an, der, gestartet mit allen (s, t,n−δ−1)-Graphen
G′, einem Knoten v mit deg(v) = δ und der Liste der Knotengrade der Nachbarknoten
von v, G′ um v und seine Nachbarn zu einem (s, t,n,e)-Graph versucht zu erweitern.
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l n e(3, l,n) l n e(3, l,n) l n e(3, l,n)
3 4 2 5 11 15 6 17 40
3 5 5 5 12 20 7 19 37
4 6 3 5 13 26 7 20 44
4 7 6 6 12 11 7 21 51
4 8 10 6 13 15 7 22 60
5 8 4 6 14 20 8 26 71–74
5 9 7 6 15 25 8 27 81–87
5 10 10 6 16 32 8 28 90–98

Tabelle 2.2: Exakte Werte und Schranken für e(3, l,n).

Gelingt dies nicht wie vermutet, so gibt es keine (s, t,n,e)-Graphen und man kann die
Schranke für e(s, t,n) verbessern. Die Autoren führen Aussagen, die sie nicht direkt
beweisen können, auf diese Situation zurück. Die Voraussetzung dafür ist allerdings,
dass alle (s, t − 1,n− δ− 1,e′)-Nicht-Nachbargraphen bekannt sein müssen. Dieses
Vorgehen lässt sich an den folgenden, vorgezogenen Lemma 2.4.2, Lemma 2.4.3 und
dem Satz 2.4.4 erkennen (die Beweise der Lemma 2.4.2 und Lemma 2.4.3 folgen an-
schließend), wobei beim Beweis von Lemma 2.4.3 das Schema sukzessive fortgeführt
wird.
Zur besseren Veranschaulichung ist in Abbildung 2.4 die Struktur der Abhängigkeit
der Lemmata für R(3,8)≤ 29 grafisch dargestellt.

Lemma 2.4.2 (GR3). Wenn G = (V,E) ein (3,8,29)-Graph ist, dann hat er ein v ∈V ,
deg(v) = 6, und N̄(v) = (VN̄(v),EN̄(v)) mit |EN̄(v)| ≤ 59.

Lemma 2.4.3 (GR6). Wenn G ein (3,7,22)-Graph ist, dann hat G mindestens 60 Kan-
ten.

Satz 2.4.4 (GR1). 28≤ R(3,8)≤ 29.

Beweis. Wenn G = (V,E) ein (3,8,29)-Graph wäre, müsste er mit Lemma 2.4.2 einen
Knoten v ∈ V mit deg(v) = 6 haben, der einen Nicht-Nachbargraph mit höchstens 59
Kanten induziert. Mit Lemma 2.4.3 müsste aber ein durch v induzierter
(3,8− 1,29− 6− 1)-Nicht-Nachbargraph N̄(v) mindestens 60 Kanten haben. Damit
gibt es keinen (3,8,29)-Graph. Ein (3,8,27,87)-Graph wird von Grinstead u. Roberts
angegeben. Insgesamt gilt: 28≤ R(3,8)≤ 29.

Um Lemma 2.4.2 und Lemma 2.4.3 beweisen zu können, bedarf es einiger Vorberei-
tung:
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Abbildung 2.4: Abhängigkeiten der Lemmata beim Beweis von 28≤ R(3,8)≤ 29.

Lemma 2.4.5 (GR1). Sei G = (V,E) ein (k, l)-Graph und sei v ∈V , deg(v) = d. Dann
ist N(v) ein (k−1, l,d) und N̄(v) ein (k, l−1,n−d−1)-Graph.

Definition 2.4.6 (GR5). Sei G = (V,E) ein (3, l)-Graph. Sei vi = (l− 1)− i. Dann
bezeichnet si = |{w ∈V |deg(w) = vi}| die Anzahl der Knoten vom Grad vi in G.

In einem (3, l)-Graph ist die Knotenmenge von N(v) eine unabhängige Menge, somit
kann ein Knoten den Maximalgrad l−1 haben. Damit ist i≥ 0 die Differenz zwischen
dem Maximalgrad und dem Grad eines Knotens.

Definition 2.4.7 (GR6). Sei G = (V,E) ein (k, l)-Graph und sei v ∈ V . v heißt voll,
falls für den Nicht-Nachbargraph N̄(v) = (VN̄(v),EN̄(v)) gilt:
|EN̄(v)|= e(k, l−1,n−d−1).

Definition 2.4.8 (GR7). Sei G = (V,E) ein (k, l)-Graph und sei v∈V . Dann ist Z(v) =
∑w∈N(v) deg(w) die Summe aller Nachbarknotengrade.

Definition 2.4.9 (GR8). Sei G = (V,E), v ∈V und deg(v) = d. Dann nennt man den,
von allen Knoten aus G mit dem Grad d induzierten Subgraph, den d-Subgraph von
G.

Lemma 2.4.10 (GR2). Sei G = (V,E) ein (k, l,n,e)-Graph und sei

∆ = ne−∑
i≥0
{e(3, l−1,n− vi−1)+ v2

i }si.

Dann gilt: ∆≥ 0 und G hat mindestens n−∆ volle Knoten.
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Beweis. Für i, j sei

βi j(v) =

{
|{w ∈ N(v)|deg(w) = v j}| falls deg(v) = vi,

0 sonst.

∑v βi j(v) gibt die Anzahl der Kanten zwischen Knoten mit Grad vi und Knoten mit
Grad v j an. Damit ist ∑v βi j(v) = ∑v β ji(v). Sei nun v ∈ V ein Knoten mit Grad vi.
Dann ist:

e = |EN̄(v)|+(vi)2 + ∑
j≥0

(i− j)βi j(v).

Wenn man nun über alle Knoten aus G summiert, bekommt man:

ne = ∑
v
|EN̄(v)|+(vi)2si + ∑

i≥0
∑

v,
deg(v)=vi

∑
j≥0

(i− j)βi j(v). (2.4)

Es gilt stets:

|EN̄(v)| ≥ e(3, l−1,n− vi−1) (2.5)

und falls v ein voller Knoten ist, so gilt die Gleichheit. Hält man i und j fest, so hat
die Summe ∑v βi j(v) das Vorzeichen (i− j) und ∑v β ji(v) das umgekehrte Vorzeichen
( j− i) in Gleichung 2.4 auf. Mit ∑v βi j(v) = ∑v β ji(v) heben sich die Summanden auf.
Mit Gleichung 2.5 lässt sich Gleichung 2.4 vereinfachen zu:

ne ≥ ∑
i≥0

e(3, l−1,n− vi−1)si +(vi)2si

= ∑
i≥0

(e(3, l−1,n− vi−1)+(vi)2)si.

Damit ist die erste Behauptung ∆≥ 0 erfüllt. Weiterhin trägt jeder nicht volle Knoten
mindestens eine 1 zu ∆ dazu. Damit gibt es (n−∆) volle Knoten in G.

Mit diesem Ergebnis kann man Lemma 2.4.2 beweisen:

Beweis. [Lemma 2.4.2] Für jeden Knoten w ∈ V gilt: deg(w) ≥ 6. Würde für einen
Knoten w gelten: deg(w)≤ 5, dann würde der Nicht-Nachbargraph N̄(w) mehr als 22
Knoten haben. Es gilt aber: R(3,7) = 23. Graver u. Yackel zeigen 1968:
e(3,8,29)≥ 99. Mit 1

2(7s0 +6s1)≥ 99 kann s1, das für die Anzahl der 6-Knoten steht,
die Werte 1, 3 und 5 annehmen.
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• Fall 1: s1 = 1.
Sei v der einzige 6-Knoten. Die Summe der Grade der Nachbarknoten ist
Z(v) = 42 und damit ist die Anzahl Kanten im Nicht-Nachbargraph
|EN̄(v)|= 1

2(28 ·7+1 ·6)−42 = 59.

• Fall 2: s1 = 3.
Es gibt einen 6-Knoten v, der höchstens einen 6-Knoten als Nachbarn hat. An-
derenfalls würden die drei 6-Knoten eine 3-Clique bilden. Mit Z(v)≥ 41 erhält
man: |EN̄(v)| ≤ 1

2(26 ·7+3 ·6)−41 = 59.

• Fall 3: s1 = 5.
Es gibt stets einen 6-Knoten v, der höchstens zwei 6-Knoten als Nachbarn hat.
Würde v drei und mehr 6-Knoten als Nachbarn haben, würden diese Nachbar-
knoten adjazent zu höchstens zwei 6-Knoten sein, um 3-Cliquen zu vermeiden.
Mit Z(v)≥ 40 bekommt man: |EN̄(v)| ≤ 1

2(24 ·7+5 ·6)−40 = 59.

Für den Beweis von Lemma 2.4.3 werden folgende zwei Aussagen benötigt:

Lemma 2.4.11 (GR4). Wenn G = (V,E) ein (3,7,22,e)-Graph mit e ≤ 62 ist, dann
gibt es in G keinen Knoten v ∈V mit deg(v) < 5.

Beweis. Sei v ∈ V mit deg(v) = 4. Dann ist N̄(v) ein (3,6,17)-Graph. Alle solchen
Graphen werden von Kalbfleisch (1966) aufgezählt. Für e≤ 61 benutzen die Autoren
im Anschluss beschriebenen Algorithmus, um die Aussage zu beweisen.

Lemma 2.4.12 (GR5). In jedem Graph G = (V,E) gilt ∑i=0 siv2
i = ∑v Z(v).

Beweis.

∑
v

Z(v) = ∑
v

∑
w

(v,w)∈E

deg(w) = ∑
w

∑
v

(v,w)∈E

deg(w) = ∑
w

(deg(w))2 = ∑
i≥0

siv2
i .

Beweis. [Lemma 2.4.3] Mit Lemma 2.4.11 hat G nur Knoten vom Grad 5 und 6. Man
nimmt an, G habe 59 Kanten. Mit dem Abzählen der Kanten findet man: s0 = 8 und
s1 = 14. G habe nun keinen vollen 5-Knoten. Für jeden 5-Knoten beträgt die
Z-Summe höchstens 26 und mit e(3,6,15) = 25 beträgt die Z-Summe für einen 6-
Knoten höchstens 34. Damit ergibt sich

∑
v

Z(v)≤ 14 ·26+8 ·34 = 636
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und

∑
i≥0

siv2
i = 14 ·25+8 ·36 = 638.

Das liefert einen Widerspruch zum Lemma 2.4.12.
Der Fall, dass ein (3,7,22,59)-Graph G einen vollen 5-Knoten hat, kann nicht auftre-
ten. Dieses beweisen die Autoren algorithmisch. Der Algorithmus nimmt an, G habe
einen vollen 5-Knoten. Dann ist N̄(v) ein (3,6,16,32)-Graph. Kalbfleisch hat alle sol-
chen Graphen 1966 nummeriert. Der Algorithmus versucht nun, aus allen
(3,6,16,32)-Graphen, den Knotengraden der Nachbarn von v und v selber einen (3,7)
Graph zu konstruieren. Der Algorithmus wird im nachfolgend genauer vorgestellt.

Beweis von R(3,9)≤ 36

Für den Beweis der oberen Schranke für R(3,9) benutzen Grinstead u. Roberts die
folgenden Ergebnisse von Graver u. Yackel.

• 36≤ R(3,9)≤ 37.

• Wenn G ein (3,9,36)-Graph ist, dann ist er 8-regulär.

• Wenn G = (V,E) ein (3,9,36)-Graph und v ∈ V ist, dann gilt: N̄(v) ist ein
(3,8,27,80)-Graph.

Lemma 2.4.13 (GR7, ohne Beweis). Wenn G ein (3,7,19,36)-Graph ist, dann enthält
er entweder einen vollen 3-Knoten oder einen vollen 4-Knoten.

Lemma 2.4.14 (GR8). e(3,7,19) = 37.

Beweis. Graver u. Yackel (1968) zeigen: 36≤ e(3,7,19)≤ 37. Mit dem Lemma 2.4.13
muss ein (3,7,19,36)-Graph entweder einen vollen 3-Knoten oder einen vollen 4-
Knoten haben. Dabei beträgt Z(v) entweder 11 oder 16. Grinstead u. Roberts benutzen
einen Computeralgorithmus, der vergeblich versucht, aus allen (3,6,15,25)-Graphen
beziehungsweise aus allen (3,6,14,20)-Graphen, den jeweiligen Graden der Nachbarn
von v und v einen (3,7)-Graph zu konstruieren.

Lemma 2.4.15 (GR9, ohne Beweis). Wenn G ein (3,7,21,50)-Graph ist, dann enthält
er einen vollen 4-Knoten mit zwei 4-Knoten und zwei 5-Knoten als Nachbarn.

Lemma 2.4.16 (GR10). e(3,7,21) = 51.
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Beweis. Graver u. Yackel (1968) zeigen: 50 ≤ e(3,7,21) ≤ 51. Grinstead u. Roberts
benutzen einen Computeralgorithmus um zu zeigen, dass die Situation, die in Lem-
ma 2.4.15 beschrieben ist, nicht auftreten kann. Der Algorithmus versucht aus allen
(3,6,16,32)-Graphen, den Knotengraden der Nachbarn von v und v einen
(3,7)-Graph zu konstruieren.

Lemma 2.4.17 (GR11, ohne Beweis). Wenn G ein (3,8,27,80)-Graph ist, dann hat G
keinen Knoten v ∈V mit deg(v) < 5.

Lemma 2.4.18 (GR12, ohne Beweis). Wenn G ein (3,8,27,80)-Graph ist, dann hat G
entweder einen vollen 6-Knoten mit sechs 6-Knoten als Nachbarn, oder einen vollen
5-Knoten mit vier 6-Knoten und einem 5-Knoten als Nachbarn.

Lemma 2.4.19 (GR13). e(3,8,27)≥ 81

Beweis. Graver u. Yackel (1968) zeigen: e(3,8,27)≥ 80. Grinstead u. Roberts benut-
zen einen Computeralgorithmus um zu zeigen, dass die Situation, die in Lemma 2.4.18
beschrieben ist, nicht auftreten kann. Damit gilt: e(3,8,27)≥ 81.

Satz 2.4.20. R(3,9) = 36.

Beweis. Ist G ein (3,9,36)-Graph, so ist er 8-regulär. Wählt man aus G einen belie-
bigen Knoten v aus, so ist N̄(v) ein (3,8,27,80)-Graph. Solch einen Graphen gibt es
aber mit Lemma 2.4.19 nicht. Da R(3,9)≥ 36 ist, gilt die Behauptung.

Algorithmen für die Beweise von R(3,8)≤ 29 und R(3,9)≤ 36.
Die Autoren beschreiben die Idee ihrer Algorithmen, ohne sie formal anzugeben. Für
den Beweis von Lemma 2.4.11 wird ein Standard-Backtracking-Algorithmus, der für
einen Graph G alle unabhängigen Mengen der Größe j ≤ I(G) auflistet, verwendet.
Folgende Situation aus Lemma 2.4.3, Lemma 2.4.14, Lemma 2.4.16 und Lemma 2.4.19
ist noch zu beweisen: Sei G ein (k, l,n,e)-Graph. Dann soll G einen vollen d-Knoten v
haben. Man möchte zeigen, dass es so einen Graph nicht gibt. Da v ein ”voller” Kno-
ten ist, ist N̄(v) ein (k, l−1,n−d−1,e−Z(v))-Graph. Alle solche Graphen, die man
zum Beweisen der vier Lemma braucht, sind nummeriert. Weiterhin ist die Liste der
Knotengrade der Nachbarn von v bekannt. Die Autoren geben nun eine Beschreibung
eines Algorithmus an, der versucht, gestartet mit diesen Eingaben, einen (k, l)-Graph
zu konstruieren. Die Idee wird exemplarisch am Beweis von Lemma 2.4.3 dargestellt.
Man nimmt hier an, dass ein (3,7,22,59)-Graph einen vollen 5-Knoten v hat. v hat mit
dem Lemma 2.4.11 keine Nachbarn vom Grad kleiner fünf und da Z(v) = 27 gilt, hat
v drei 5-Knoten w1, w2 und w3 und zwei 6-Knoten w4 und w5 als Nachbarn. Ein weite-
rer Algorithmus bestimmt vorher in dem (3,6,16,32)-Graph N̄(v) alle unabhängigen
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Mengen S j der Größe j≤ I(G). Nun versucht man N(v) und N̄(v) so zu konkatenieren,
dass sich keine 3-Cliquen ergeben. Dazu darf wi mit genau einer unabhängigen Menge
Si verbunden werden. Würden wi und w j, i 6= j, adjazent zur gleichen unabhängigen
Menge Si = S j sein, dann würde der Nicht-Nachbargraph von wi und w j: N̄(wi,w j)
ein (3,5)-Graph sein. wi und w j haben zusammen höchstens sechs Nachbarn. Damit
ist N̄(wi,w j) mindestens 22−6−2 = 14 Knoten groß. Es gibt aber keinen (3,5,14)-
Graphen, da R(3,5) = 14 ist.
Der Algorithmus wählt nun drei 4-unabhängige Mengen S1,S2,S3 und zwei 5-unab-
hängige Mengen S4 und S5 und verbindet jeweils ein wi mit allen Knoten aus Si. Findet
man in so gebildeten Graphen keine 7-unabhängige Menge, dann ist G ein
(3,7,22,59)-Graph und der Beweis des Lemmas wäre misslungen.
Eine 7-unabhängige Menge in G hat mindestens zwei Knoten in N(v). Würde sie v
oder nur einen Knoten aus N(v) haben, dann müsste N̄(v) eine 6-unabhängige Menge
haben. N̄(v) ist aber ein (3,6)-Graph.
Sei also T eine 7-unabhängige Menge in G mit mindestens k Knoten wi1, . . . ,wik in
N(v), k ≥ 2 und sei V2 die Knotenmenge von N̄(v). Dann ist T\{wi1, . . . ,wik} eine
(7− k)-unabhängige Menge in V2\{Si1 ∪ ·· · ∪ Sik}. Umgekehrt gilt: Bleibt beim Ent-
fernen von k unabhängigen Mengen Si1, . . .Sik , k≥ 2, aus V2 eine (7−k)-unabhängige
Menge S übrig, dann ist S∪{wi1, . . . ,wik} eine 7-unabhängige Menge in G. Möchte
man also zeigen, dass G keine 7-unabhängige Menge besitzt, so muss stets für eine
Auswahl der 5-unabhängigen Mengen S1, . . . ,S5 mit den oben genannten Eigenschaf-
ten gelten. Wählt man aus S1, . . . ,S5 k Mengen aus, k ≥ 2, so darf V2\{Si1 ∪ ·· ·∪Sik}
keine (7− k)-unabhängige Menge enthalten.
Algorithmisch wird diese Idee auf folgende Weise umgesetzt. Man definiert Si und S j
als ein gutes Paar, falls gilt: V2\{Si ∪ S j} enthält keine (7− 2)-unabhängige Men-
ge. Mit dem Algorithmus zur Bestimmung aller unabhängigen Mengen der Größe
j ≤ I(G) berechnet man für N̄(v) zwei Listen aller unabhängiger Mengen der Größe 4
und 5: {S4

i |i≤ d4}, {S5
i |i≤ d5}, wobei d4 und d5 die Anzahl der 4- und 5-unabhängigen

Mengen in N̄(v) angeben. Nun kann man drei Matrizen M44, M45 und M55 konstruie-
ren, wobei für jedes Element (i j) der Matrizen mit i < j gilt:

(Mkl) i j
i< j

=
{

1 falls Sk
i und Sl

j ein gutes Paar sind und
0 sonst.

Mit Hilfe dieser Matrizen sind alle Listen der Form A = {S4
a,S

4
b,S

4
c ,S

5
d,S

5
e}, wobei

jedes Paar in A ein gutes Paar ist, auf folgende Weise generierbar: Man startet mit der
ersten Zeile aus M44: M(1)

44 und sucht nach der ersten binären Eins in dem Bitvektor
M(1)

44 . Habe die erste binäre Eins die Position j. S4
1 und S4

j sind also ein gutes Paar.
Man sucht weiterhin nach einer dritten unabhängigen Menge, die jeweils mit S4

1 und
S4

j ein gutes Paar bildet. Dazu berechnet man ein binäres UND über die Bitvektoren

M(1)
44 und M( j)

44 . Die erste binäre Eins im resultierenden Vektor ist der Index solch einer
Menge. Sei dies die Menge S4

k . Dieses Verfahren wiederholt man für die übrigen zwei
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5-unabhängigen Mengen, indem man ein binäres UND auf die Vektoren M(1)
45 , M( j)

45 ,

M(k)
45 und auf die Vektoren M(1)

45 , M( j)
45 , M(k)

45 und M(l)
55 anwendet, wobei l und m die

Indizes der ersten binären Eins in den resultierenden Vektoren sind. Man hat damit die
erste Liste A = {S4

1,S
4
j ,S

4
k ,S

5
l ,S

5
m} bestimmt, deren zehn Paare gut sind. Für jede solche

Liste prüft man nun, ob für alle k-Teilmengen von A, k ≥ 2 nach dem Entfernen der
k Mengen aus V2, noch eine (7− k)-unabhängige Menge zu finden ist. Ist dies nicht
der Fall, so terminiert der Algorithmus, denn damit fände man einen (3,7,22,59)-
Graphen mit einem vollen 5-Knoten gefunden. Anderenfalls wäre das Lemma nach
dem Betrachten aller möglicher Listen vom Typ A und aller k-Teilmengen bewiesen.

2.4.2 Beweis von R(3,8)≤ 28
Erst zehn Jahre später, im Jahr 1992, können McKay u. Zhang Ke Min das Ergebnis
von Grinstead u. Roberts verbessern. Die Veröffentlichung ihres Artikels begleitete
eine Diskussion um die Einstufung des Ergebnisses als einen mathematischen Beweis.
Die Idee von McKay u. Zhang Ke Min basiert auf dem sukzessiven Erweitern von
(3, t−1)-Nicht-Nachbargraphen zu (3, t)-Graphen, wobei nach dem kleinsten Knoten-
grad partitioniert wird. Sei dazu R (3, t,n,e)δ die Menge aller dreiecksfreier Graphen
mit n Knoten und e Kanten, die keine t-unabhängige Menge haben. Weiterhin sei δ der
kleinste Grad eines Knotens in solch einem Graphen. Es gilt:
R (3, t,n)δ =∪eR (3, t,n,e)δ und R (3, t,n) =∪δR (3, t,n)δ. Man benutzt das folgende
Lemma, um die Kantenanzahl und den minimalen Knotengrad einzuschränken:

Lemma 2.4.21 (MZ1). Sei G = (V,E) ∈ R (3, t,n,e)δ und sei v ∈ V mit deg(v) = δ.
Für t ≥ 2 gilt:

1. n−R(3, t−1)≤ δ≤min(t−1, n
2) und

2. für e′ und δ′ mit N̄(v) ∈ R (3, t−1,n−δ−1,e′)δ′ gilt:

δ(n−δ−1)−δ(t−2)≤ 2e′ ≤ (t−1)(n−δ−1)−δ(δ−1).

Beweis. (i) Da G keine 3-Cliquen besitzt, gilt für jeden Knoten: seine Nachbarn
bilden eine unabhängige Menge. Hätte nun ein Knoten den Grad t, so würden
seine Nachbarn eine t-unabhängige Menge bilden. Das jedoch ist Widerspruch
zur Annahme, G sei ein (3,7)-Graph. Mit dem Satz von Turan (1941), der be-
sagt, dass ein Graph mit n Knoten und keiner (s + 1)-Clique, s ≥ 2, höchstens
(1− 1

s )
n2

2 Kanten haben kann, folgt auch: δ≤ n
2 .

Mit δ < n−R(3, t−1) folgt für die Anzahl der Knoten in N̄(v):
n−δ−1 > n− (n−R(3, t−1)−1) = R(3, t−1)−1, was ein Widerspruch zur
Definition von R(3, t−1) ist.
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(ii) Sei D die Summe der Grade aller Knoten von N̄(v) in G. Für D gilt:
δ(n− δ− 1) ≤ D ≤ (t− 1)(n− δ− 1). Sei E die Summe der Kanten zwischen
den Knoten von N(v) und N̄(v) in G. Für E gilt: δ(δ− 1) ≤ E ≤ δ(t− 2). Die
Behauptung folgt nun mit 2e′ = D−E.

Bei der Konstruktion von Erweiterungsgraphen benutzen McKay u. Zhang Ke Min
ähnliche Plausibilitätsbedingungen, wie Grinstead u. Roberts sie in ihren Algorithmen
benutzen. Sei dazu H ∈ R (3, t − 1,n− δ− 1) und sei G = (V,E) ein Graph mit n-
Knoten und dem Minimalgrad δ, so dass für einige v∈V mit deg(v) = δ gilt: N̄(v) = H.
G wird eine Erweiterung von H genannt. Seien weiterhin w1, . . . ,wδ die Nachbar-
knoten von v. Zu jedem wi, 1 ≤ i ≤ δ gehört die Menge adjazenter Knoten Xi in der
Knotenmenge von N̄(v). Es gilt: |Xi|= degG(wi)−1.

Lemma 2.4.22 (MZ2). Sei G eine Erweiterung von H, wobei
H = N̄(v) ∈ R (3, t−1,n−δ−1). G ist ein (3, t,n)-Graph, genau dann wenn gilt:

1. Die Knoten von N(v) bilden eine unabhängige Menge.

2. Jedes Xi ist eine unabhängige Menge in N̄(v) für 1≤ i≤ δ.

3. Für jede Indexmenge I ⊆ {1, . . . ,δ} gibt es in VN̄(v)\∪i∈I Xi keine unabhängige
Menge der Größe t−|I|.

Ein (3, t,n)δ-Graph G kann mehrere Knoten vom Grad δ haben. G kann damit eine
Erweiterung verschiedener (3, t − 1,n− δ− 1)-Graphen sein. Um bei der Konstruk-
tion aufeinander aufbauender Erweiterungsgraphen redundante Pfade zu vermeiden,
werden die neukonstruierten Erweiterungsgraphen auf paarweise Isomorphie getestet.
Dazu verwenden die Autoren das Programmpaket nauty von McKay (1984). Dieses
Programmpaket wird auch bei der Bestimmung von R(4,5) sowie Kapitel 3 eingesetzt
und ist in Practical Graph Isomorphism (McKay 1981) beschrieben.
Der Aufwand der Aussortierung mehrfach vorkommender isomorpher Graphen wird
beim Erweitern von R (3,7) zu R (3,8) fallengelassen. In diesem letzten Schritt wer-
den dagegen alle Graphen akzeptiert, wobei für die Konstruktion der Erweiterungen
eine zusätzliche, leicht abprüfbare Nebenbedingung berücksichtigt wird:

Lemma 2.4.23 (MZ3). Sei G = (V,E)∈R (3, t,n) und v,w∈V , v 6= w. Seien weiterhin
N(v) = (VN(v), /0) und N(w) = (VN(w), /0) durch die Nachbarn von v und w induzierten
Graphen. Dann gilt für den minimalen Knotengrad δN̄(v) in N̄(v):

δN̄(v) ≤ t−1−|VN(v)∩VN(w)|.
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Beweis. Sind v und w adjazent, dann gilt: |VN(v)∩VN(w)|= 0 und damit
δN̄(v) ≤ δG ≤ t− 1. Sind v und w nicht adjazent, dann gilt im Fall VN(v) ∩VN(w) = /0

ebenfalls die Behauptung. Sei nun VN(v)∩VN(w) 6= /0. Dann gilt:

degN̄(v)(w) = degG(w)−|{u|u ∈VN(w), u /∈VN̄(v)}|
≤ t−1−|{u|u ∈VN(w), u ∈ {v}∪VN(v)}|
≤ t−1−|VN(w)∩ ({v}∪VN(v))}|
≤ t−1−|VN(w)∩VN(v)|

Die Backtracking-Routine aus dem Algorithmus 2.4.24 zur Erzeugung aller
G = (V,E) ∈ R (3, t,n)δ aus einem gegebenen H ∈ R (3, t− 1,n− δ− 1) benötigt als
Eingabe alle unabhängigen Mengen S1, . . .SN der Größe δ− 1 bis t − 2 von H. Im
Laufe der Berechnungen werden die Zahlen di(w) benötigt, die für ein w ∈ V und
X1, . . . ,Xi ⊆V definiert sind als:

di(w) = di(w;X1, . . .Xi) = degH(w)+ |{X j|w ∈ X j,1≤ j ≤ i}|.

Algorithmus 2.4.24. makeX(k,(X1, . . . ,Xk−1),(Y1, . . . ,YK))

Eingabe: k,K ∈ IN, Xi, Yi unabhängige Mengen in VH .
Ausgabe: Alle Erweiterungen von H ∈ R (3, t−1,n−δ−1)δ.

1: Falls k > δ dann
2: process((X1,X2, . . . ,Xδ))
3: Sonst
4: Konstruiere die Liste (Z1, . . . ,ZL) aus allen Elementen Z aus (Y1, . . . ,YK),

so dass folgende drei Bedingungen gelten:
5: ∀w ∈VH , wenn dk−1(w) < k−1, dann w ∈ Z.
6: ∀w ∈VH , wenn dk−1(w) = k−1, dann w /∈ Z.
7: H hat keine unabhängige Menge der Größe t−1−|I|

disjunkt von Z∪
S

i∈I Xi für alle I ⊆ {1,2, . . . ,k−1}.

8: Für i← 1 bis L erledige
9: makeX(k +1,(X1, . . . ,Xk−1,Zi),(Zi,Zi+1, . . . ,ZL))

Lemma 2.4.25 (MZ4). Gestartet mit (0, /0,(S1, . . . ,SN)) führt die Funktion makeX die
Funktion process genau einmal für alle Folgen X1 = Si1,X2 = Si2, . . . ,Xδ = Siδ mit
1≤ i1 ≤ i2 ≤ ·· · ≤ iδ ≤ N aus, für die die Bedingungen des Lemma 2.4.22 gelten.
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Beweis. makeX ist ein Standard-Backtracking-Algorithmus mit der Eingabe k für die
zu bestimmende Menge Xk, den zuvor berechneten X1, . . . ,Xk−1 und der Liste für ein
mögliches Xk: {Y1, . . . ,YK}. Die Bedingungen im Algorithmus 2.4.24 Schritt 5 und
6 garantieren für den konstruierten Graph G die Knotengrade zwischen δ und t − 1.
Die Bedingung im Algorithmus 2.4.24 Schritt 7 entspricht der Forderung aus Lem-
ma 2.4.22 Punkt 3.

Die Funktion process stellt sicher, dass nur dann ein neuberechneter Erweiterungs-
graph in die bestehende Liste aufgenommen wird, wenn er zu keinem, bisher gefunde-
nen Graph isomorph ist. In der Tabelle 2.3 sind Kardinalitäten der Mengen R (s, t,n)
dargestellt. Der Fall R (3,7,20,49) wird nicht vollständig generiert, da dies für die
Bildung der R (3,8,28)-Erweiterung nicht notwendig ist. Weiterhin werden beim Ge-
nerieren von R (3,7,20,49)4 alle Graphen ausgelassen, die zwei verschiedene Knoten
mit vier oder mehr gemeinsamen Nachbarn haben. Der Grund dafür ist, dass beim
Erweitern der R (3,7,20,49)4-Graphen zu R (3,8,28)7-Graphen das Lemma 2.4.23
zur Reduzierung des Suchraums verwendet wird. Der abschließende Schritt bei der
Berechnung von R (3,8,28) = ∪7

δ=5R (3,8,28)δ unterteilt sich in drei Fälle:

1. Das Anwenden von makeX auf 191 Graphen aus R (3,7,22) liefert die leere
Menge.

2. Das Anwenden von makeX auf 1118105 Graphen aus ∪5
δ′=3R (3,7,21)δ′ liefert

die leere Menge.

3. Das Erweitern der ∪4
δ′=2R (3,7,20,49)δ′-Graphen ist für den Fall δ′ = 4 schwer.

Man benutzt das Lemma 2.4.23, um die Anzahl der zu betrachtenden Fälle zu
reduzieren. Für δ′ = 2 und δ′ = 3 liefert makeX die leere Menge. Nun kann
man beim Erweitern der R (3,7,20)4-Graphen, Graphen mit zwei verschiedenen
Knoten, die vier Nachbarn haben, ignorieren. Dies wird schon beim Konstruie-
ren von R (3,7,20)4 berücksichtigt. Beim Erweitern werden dazu drei Bedin-
gungen geprüft. Sei H = (VH ,EH) ∈ R (3,7,20,49)4. Dann:

a) darf keine unabhängige Menge Xi ⊆VH vier Knoten haben, die adjazent zu
einem Knoten w ∈VH sind.

b) Eine unabhängige Menge Xi⊆VH darf kein paar Knoten enthalten, das drei
gemeinsame Nachbarn in VH hat.

c) |Xi∩X j| ≤ 2 für i 6= j.

Mit diesen Modifikationen liefert makeX für den Fall R (3,7,20,49)4 die leere
Menge zurück.

Mit R(3,8)≥ 28 und R (3,8,28) = /0 folgt: R(3,8) = 28. Als Nebeneffekt werden bei
den Berechnungen alle Ramsey-Zahlen R(3, t), t ≤ 7 verifiziert.
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t n δ |R (3, t,n)δ| t n δ |R (3, t,n)δ| t n δ |R (3, t,n)δ|
3 1 0 1 4 7 2 6 6 15 2 4236

2 0 1 8 2 2 3 53343
1 1 3 1 4 7145

3 0 1 5 9 0 3 16 2 23
1 1 1 105 3 1084

4 1 2 2 172 4 1458
2 1 3 10 5 11

5 2 1 4 0 17 3 0
4 4 0 2 10 1 28 4 7

1 3 2 240 7 20 2 39544*
2 1 3 44 3 1698842*

5 0 3 4 1 4 2820645*
1 4 11 2 61 21 3 5674
2 2 3 43 4 598971

6 0 1 4 1 5 513460
1 9 12 3 10 22 4 3
2 4 4 2 5 178
3 1 13 4 1 6 10

7 1 3 6 15 1 8

Tabelle 2.3: Einige Werte für |R (3, t,n)δ|

2.4.3 Beweis von R(4,5)≤ 25

Die neueste, heute bekannte klassische Ramsey-Zahl R(4,5) berechnen McKay u.
Radziszowski 1995. Mit R(3,4) = 14 und R(4,4) = 18 können 1955 Greenwood u.
Gleason R(4,5)≤ 31 abschätzen. Kalbfleisch konstruiert 1965 einen (4,5,24)-Graph.
Er soll sich als scharf erweisen. Er kann weiterhin die obere Schranke verbessern:
R(4,5) ≤ 30. Eine weitere Verbesserung der oberen Schranke erzielt 1968 und 1971
Walker mit R(4,5) ≤ 29 und R(4,5) ≤ 28. McKay u. Radziszowski erweitern 1994
die Methoden von Walker und zeigen: R(4,5)≤ 26. Schließlich berechnen die beiden
Autoren 1995 mit einer eigenen Idee : R(4,5)≤ 25.
Bedingt durch die Diskussion um den Beweis von R (3,8,28) = /0, berücksichtigen
McKay u. Radziszowski die Empfehlungen des Journal of Graph Theory-Board’s. Sie
implementieren unabhängig voneinander die Algorithmen und versuchen, durch Zu-
satzberechnungen, Beispiele für mögliche Fehler der Implementierungen herzuleiten.
Die Algorithmen werden so gewählt und implementiert, dass ein Abgleich von Zwi-



2.4 Computermethoden in der Literatur 33

schenergebnissen möglich ist. Ein reiner Vergleich der Aussage: R (4,5) = /0 hätte
wenig zur Korrektheit und Vollständigkeit der Implementierungen beigetragen.
Die zentrale Idee von McKay u. Radziszowski ist, ähnlich der Methode von McKay u.
Zhang Ke Min, das Finden einer praktikabel-großen Familie von Graphen, die jedoch
ausreichend ist, um alle (4,5)-Graphen, falls welche existieren, durch Konkatenation
konstruieren zu können. Die Familien bestehen aus einigen (3,5) und (4,4)-Graphen,
die konkateniert einen (4,5,24)-Graph ergeben, der wiederum um einen Knoten zum
(4,5,25)-Graph erweitert wird.
Sei G = (V,E) ein (4,5,25)-Graph und sei v ∈ V , deg(v) = d. N(v) sowie N̄(v) sind
(3,5,d) und (4,4,25−d−1)-Graphen und mit R(3,5) = 14 sowie R(4,4) = 18 gilt für
d: 7≤ d≤ 13. Alle (3,5) und (4,4)-Graphen sind von McKay u. Radziszowski (1994),
McKay u. Zhang Ke Min (1992) und Radziszowski u. Kreher (1988) nummeriert wor-
den. In der Tabelle 2.4 sind die Kardinalitäten dieser Mengen zusammengefasst.

n |R (3,5,n)| |R (4,4,n)|
1 1 1
2 2 2
3 3 4
4 7 9
5 13 24
6 32 84
7 71 362
8 179 2079
9 290 14701

10 313 103706
11 105 546356
12 12 1449166
13 1 1184231
14 130816
15 640
16 2
17 1

Tabelle 2.4: Kardinalitäten von R (3,5,n) und R (4,4,n).

Sei für k = 7,8,9,10, R ′(3,5,k) eine Menge aus (3,5)-Graphen mit weniger als k
Knoten, so dass jeder (3,5,k)-Graph mindestens einen Graph aus R ′(3,5,k) als Sub-
graph hat. Sei für k = 11,12, R ′(4,4,k) eine Menge aus (4,4)-Graphen mit weniger
als k Knoten, so dass jeder (4,4,k)-Graph mindestens einen Graph aus R ′(4,4,k) als
Subgraph hat. Für ein v bezeichne G−{v} den durch V \v induzierten Subgraph in G.
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Sei F∗ = (V,E) ein (4,5,25)-Graph. Wähle nun v ∈V wie folgt:

1. Wenn für x ∈ V gilt: d = deg(x) ≤ 10, so sei v ein Knoten aus NF∗(x), so dass
der Graph NF∗(x)−{v} einen Subgraph aus R ′(3,5,d) enthält.

2. Wenn für x ∈ V gilt: d = deg(x) ≥ 12, so sei v ein Knoten aus N̄F∗(x), so dass
der Graph N̄F∗(x)−{v} einen Subgraph aus R ′(4,4,25−d−1) enthält.

In F∗ können nicht alle Knoten den Grad 11 haben, da |V | ungerade ist. Damit ist
stets eine Wahl von v möglich. F∗ hat also mindestens einen Teilgraph F = (VF ,EF)
in R (4,5,24), so dass für ein x ∈V , NF(x) und N̄F(x) aus den Mengen, dargestellt in
einer Zeile der Tabelle 2.5, stammen. Das Ziel ist es, F aus den Graphen dieser Mengen
(jeweils zeilenweise) zu konkatenieren und um einen Knoten zu einem (4,5,25)-Graph
zu erweitern.

NF(x) N̄F(x)
R ′(3,5,7) R (4,4,17)
R ′(3,5,8) R (4,4,16)
R ′(3,5,9) R (4,4,15)
R ′(3,5,10) R (4,4,14)
R (3,5,12) R ′(4,4,12)
R (3,5,13) R ′(4,4,11)

Tabelle 2.5: Möglichkeiten für (NF(x), N̄F(x)).

Für k = 7,8,9 wählen die Autoren R ′(3,5,k)= R (3,5,k), für k = 10 wird eine möglichst
kleine Menge R ′(3,5,10) mit 53 Graphen generiert. Seien G = (VG,EG) und H =
(VH ,EH) (3,5)- beziehungsweise (4,4)-Graphen und bezeichne F (G,H) die Men-
ge aller (4,5)-Graphen F = (VF ,EF), so dass für ein x ∈ VF gilt: NF(x) = G und
N̄F(x) = H. Man nummeriert die Knoten von G und seiner Subgraphen mit 0,1,2, . . . ,
wobei die Knoten der Subgraphen gemäß ihrer Ordnung in G nummeriert werden.
Ähnlich Grinstead u. Roberts und McKay u. Zhang Ke Min definieren McKay u. Rad-
ziszowski Plausibilitätsbedingungen, die bei der Konkatenation eines Nachbar- und
Nicht-Nachbargraphs eingehalten werden müssen. Dabei gehen sie von dem dreiecks-
freien Fall zu K4-freien Fall über.

Definition 2.4.26. Sei H = (VH ,EH) ein Graph. Ein feasible cone ist eine Teilmenge
von VH , die keine 3-Clique enthält.

Wie bei McKay u. Zhang Ke Min dürfen nun die Nachbarn eines Knotens v ∈ VG in
H keine 3-Clique haben - VNF−{x}(v) muss also ein feasible cone sein. Das Ziel ist es,
für alle Knoten aus G die feasible cones C0,C1, . . . so zu wählen, dass die resultierende
Konkatenation F keine 4-Clique und keine 5-unabhängige Menge enthält. Dazu dürfen
folgende Situationen nicht auftreten:
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K2 Für zwei adjazente Knoten v,w ∈VG überdeckt Cv∩Cw eine Kante in H.

Et Für eine unabhängige Menge w0,w1, . . .wt−1 in G existiert eine unabhängige Men-
ge der Größe 5− t, die disjunkt von Cw0 ∪Cw1 ∪·· ·∪Cwt−1 (t = 2,3,4) ist.

Eine einfache |VG|-tiefe Suche über alle feasible cones wäre wegen ihrer großen An-
zahl zu ineffizient. Hier benutzen die Autoren eine Idee, die Sie später auch bei der
Ein-Knoten-Erweiterung der (4,5,24)-Graphen verwenden. Sie partitionieren die fea-
sible cones in (disjunkte) Intervalle, über die dann die Suche für die Konkatenation
läuft. Sei dazu ein Intervall der feasible cones für zwei feasible cones B und T defi-
niert als {X |B ⊆ X ⊆ T}. Man schreibt [B,T ] und es gilt |[B,T ]| = 2|T |−|B|. Mit Hilfe
einer Heuristik kann man die typischerweise 4000 feasible cones eines
(4,4,14)-Graph H in 100 Intervalle zerlegen, wobei |T |− |B|Werte zwischen 0 und 8
annehmen kann.
Sei nun m = |VG|. Wenn C0,C1, . . . ,Cm−1 feasible cones sind, dann bezeichnet
F(G,H;C0, . . . ,Cm−1) den Graph F für den es ein x ∈VF gibt mit NF(x) = G,
N̄F(x) = H und Ci = NF−{x}(i) für 0 ≤ i ≤ m− 1. F ist genau dann ein (4,5,24)-
Graph, wenn die Bedingungen K2, E2, E3 und E4 nicht zutreffen. Analog kann man
für Intervalle Io, . . . , Im−1 die Menge F (G,H; I0, . . . , Im−1) definieren als Menge aller
(4,5,24)-Graphen F(G,H;C0, . . . ,Cm−1), so dass Ci ⊆ Ii, für 0≤ i≤ m−1 gilt.
Für ein gegebenes H seien die Funktionen H1,H2,H3 : 2VH → 2VH für ein X ⊆ VH
definiert als:

H1(X) = {w ∈VH |{vw} ∈ EH für ein v ∈ X},
H2(X) = {w ∈VH |{vw} /∈ EH für ein v /∈ X},
H3(X) = {w ∈VH |{u,v,w} ist eine 3-unabhängige Menge in H für u,v /∈ X}.

Mit Hilfe dieser Funktionen lassen sich die Bedingungen K2,E2,E3, und E4 über-
prüfen. Die so genannten collapsing-Regeln geben als Ausgabe entweder FAIL zurück,
falls eine der obigen Bedingungen zutrifft, oder verkleinern ein Intervall I zu I′ ⊆ I.
Für ein Ii = [Bi,Ti] definiert man die collapsing-Regeln wie folgt:

1. Sei {u,v} ∈ EG.
Wenn Bu∩Bv∩H1(Bu∩Bv) 6= /0 dann FAIL,
sonst Tu := Tu\(H1(Bu∩Bv)∩Bv)

2. Seien u,v ∈VG, u 6= v und {u,v} /∈ EG.
Wenn H3(Tu∪Tv) 6⊆ Tu∪Tv dann FAIL,
sonst Bu := Bu∪ (H3(Tu∪Tv)\Tv).

3. Seien {u,v,w} eine 3-unabhängige Menge in G.
Wenn H2(Tu∪Tv∪Tw) 6⊆ Tu∪Tv∪Tw dann FAIL,
sonst Bu := Bu∪ (H2(Tu∪Tv∪Tw)\(Tv∪Tw)).
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4. Seien {u,v,w,z} eine 4-unabhängige Menge in G.
Wenn Tu∪Tv∪Tw∪Tz 6= VH dann FAIL,
sonst Bu := Bu∪ (VH\(Tv∪Tw∪Tz)).

Lemma 2.4.27 (MR1). Wenn beim Anwenden der collapsing-Regeln auf
I0, . . . , Im−1 das Symbol FAIL erzeugt wird, dann gilt: F (G,H; I0, . . . , Im−1) = /0. An-
derenfalls gilt F (G,H; I0, . . . , Im−1) = F (G,H; I′0, . . . , I

′
m−1), wobei I′0, . . . , I

′
m−1 die In-

tervalle I0, . . . , Im−1 nach der Ausführung der collapsing- Regeln sind.

Beweis. 1. Sei {y,z} ∈ EH mit y ∈ Bu ∩Bv und z ∈ Tu ∩Bv. Wäre u adjazent zu
z, dann gilt F (F,H; I0, . . . , Im−1) = /0, denn {u,v,y,z} bilden eine 4-Clique (Be-
dingung K2). Anderenfalls kann man z aus Tu entfernen. Das Anwenden dieser
Regel auf alle Kanten in H entspricht der collapsing-Regel 1.

2. Seien y,z ∈VH nicht adjazent und sei w ∈ Tu∪Tv. Gelte: {y,z,w} ist eine
3-unabhängige Menge in H und {y,z} 6⊆ Tu∪Tv, so wäre {u,v,y,z,w} eine
5-unabhängige Menge und F (G,H; I0, . . . , Im−1) = /0. Anderenfalls kann man
alle Knoten y ∈ Tu, y 6∈ Tv zu Bu hinzufügen, die mit Knoten aus VH\Tu∪Tv eine
3-unabhängige Menge bilden. Das Anwenden dieser Regel auf alle nicht durch
eine Kante verbundenen Knotenpaare in G liefert die Regel 2. Analog werden
die Regeln 3 und 4 bewiesen.

Beim wiederholten Anwenden der collapsing-Regeln wird entweder FAIL generiert,
oder eine stabile Konfiguration, in der kein Intervall mehr modifiziert werden kann. Es
wird sich ergeben, dass die stabile Konfiguration unabhängig von der Reihenfolge der
Anwendung der collapsing-Regeln ist. Sei dazu (X ,≤) eine partiell geordnete Menge
und sei Φ eine Familie von Funktionen von X nach X . Für ein x,x′ ∈ X und φ ∈Φ gilt:
φ(x) < x und falls x≤ x′, dann ist φ(x)≤ φ(x′). Man nennt x ∈ X Φ-stabil, falls für alle
φ ∈Φ gilt: φ(x) = x. Sei Φ∗(x) die abgeschlossene Hülle von {x} unter Φ.

Lemma 2.4.28 (MR2). Für ein x ∈ X hat Φ∗(x) höchstens ein stabiles Element.

Beweis. ” Seien φ1, . . . ,φr,φ
′
1, . . . ,φ

′
s ∈Φ und y = φr(. . .φ1(x) . . .), y′= φ′s(. . .φ

′
1(x) . . .)

Φ-stabil. Dann gilt y = φ′s(. . .φ
′
1(φr(. . .φ1(x) . . .) . . .) da y Φ stabil und y ≤ y′. Umge-

kehrt ist y′ = φr(. . .(φ1(φ′s(. . .φ
′
1(x) . . .) . . .) da y′ Φ-stabil ist und y′ ≤ y. Insgesamt

folgt die Gleichheit.

Man kann nun das Lemma 2.4.28 wie folgt auf G und H anwenden: Sei X die Men-
ge aller m-Tupel (I0, . . . , Im−1) vereinigt mit dem Symbol FAIL. Es gilt x ≤ x′, wenn
entweder x =FAIL oder für x = (I0, . . . , Im−1) und x′ = (I′0, . . . , I

′
m−1) gilt: Ii ⊆ I′i für
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0≤ i≤ m−1. Sei Φ die Menge aller collapsing-Regeln, wobei FAIL zu FAIL always
erweitert wird. Da Φ∗ endlich ist, hat es mindestens ein Φ-stabiles Element.
Bezeichne C(G,H; I0, . . . Im−1) eine stabile Konfiguration nach hinreichend vielen An-
wendungen der collapsing-Regeln. C(G,H; I0, . . . , Im−1) kann dabei den Wert FAIL
oder I′0, . . . , I

′
m−1 annehmen.

Satz 2.4.29 (MR1). Wenn gilt: C(G,H; I0, . . . , Im−1) =FAIL dann ist
F (G,H; I0, . . . , Im−1) = /0. Anderenfalls definiert C(G,H; I0, . . . Im−1) die Intervalle
I′0, . . . , I

′
m−1, so dass F (G,H; I′0, . . . , I

′
m−1) = F (G,H; I0, . . . , Im−1) ist. Gilt weiterhin

|I′0|= |I′1|= · · ·= |I′m−1|= 1, dann enthält F (G,H; I′0, . . . , I
′
m−1) genau einen

(4,5)-Graph.

Beweis. Bis auf die letzte Aussage folgen die Behauptungen aus dem Lemma 2.4.27.
Die Existenz einer 4-Clique oder einer 5-unabhängigen Menge würde beim Anwenden
der collapsing-Regeln die Ausgabe von FAIL liefern.

Ein Grund für die Effizienz des Ansatzes ist es, dass komplette Teilintervalle, für die
eine der Bedingungen K2,E2,E3 oder E4 gilt entfernt werden können. Somit nimmt
beim Modifizieren eines Intervalls die Anzahl der zu betrachtenden feasible cones um
den Faktor einer Zweierpotenz ab. Nun kann man die Suche für das Konkatenieren
mit Hilfe von Intervallen beschreiben. Definiere für ein G = (VG := {0, . . . ,m−1},E)
und W ⊆ VG, G[W ] den durch die Knoten von W induzierten Subgraph in G. Ange-
nommen, man kennt alle unter den collapsing-Regeln stabilen Folgen aus Intervallen
(I′0, . . . , I

′
r−1) für G[{0, . . . ,r−1}]. Dann sind die stabilen Intervalle für

G[{0, . . . ,r− 1,r}] von der Form C(G,H; I′0, . . . , I
′
r−1, Ir) für ein Intervall Ir. Ir wird

abgelehnt, falls eine der collapsing-Regeln FAIL zurückgibt.
Seien nun alle, unter den collapsing-Regeln stabilen Folgen (I′0, . . . , I

′
m−1) gegeben.

Gilt |I′0|= |I′1|= · · ·= |I′m−1|= 1, so gibt es nur eine Möglichkeit mit dem Satz 2.4.29
für eine Konkatenation. Gibt es ein I′i = [B′i,T

′
i ], B′i 6= T ′i , dann kann man das Intervall

I′i disjunkt zerlegen und mit C(G,H; I′o, . . . , [B
′
i∪{w},T ′i ], . . . , I′m−1) und

C(G,H; I′o, . . . , [B
′
i,T
′

i \{w}], . . . , I′m−1) für ein w ∈ T ′i \B′i rekursiv fortfahren.
Eine weitere signifikante Verbesserung ist möglich, wenn man die Situation beim
Wählen eines Intervalls Ir aus den typischerweise 100 stabilen Intervallfolgen betrach-
tet. Meistens führt die Wahl von Ir schon für kleine r zu FAIL. Mit Hilfe eines look
ahead-Ansatzes lässt sich die Zahl der Ausführungen der collapsing-Regeln reduzie-
ren.
Seien dazu 1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . ganze Zahlen mit ai < i für i ≥ 2. Für einen num-
merierten Graph J mit der Knotenmenge {0,1, . . . ,m−1} seien

parent(J) = J[{0,1, . . . ,m−2}]

und
adjunct(J) = J[{0,1, . . . ,am−2,m−1}]
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Graphen mit m−1 beziehungsweise am−1 Knoten, wobei der letzte Knoten in adjunct(J)
den Index am−1 hat. Mit Lemma 2.4.28 lässt sich folgende Aussage zeigen:

Lemma 2.4.30 (MR3 (ohne Beweis)). Seien I0, . . . Im−1 Intervalle. Erzeugt
C(parent(J),H; I0, . . . , Im−2) oder C(adjunct(J),H; I0, . . . , Iam−2, Im−1) FAIL, dann lie-
fert C(J,H; I0, . . . Im−1) FAIL. Sei nun (I′0, . . . , I

′
m−2) =C(parent(J),H; I0, . . . , Im−2) und

(I′′0 , . . . , I′′am−1) = C(adjunct(J),H; I0, . . . , Iam−2, Im−1). Dann gilt

C(J,H; I0, . . . Im−1) = C(J,H; I′0∩ I′′0 , . . . , I′am−2∩ I′′am−2, I
′
am−1, . . . , I

′
m−2, I

′′
am−1),

wobei der Wert FAIL zurückgegeben wird, wenn einer der Schnitte leer ist.

Mit dem Lemma 2.4.30 kann man für eine Konfiguration J, ausgehend von parent(J),
die wenigen Im−1 finden, für die die collapsing-Regeln, angewendet auf adjunct(J),
kein FAIL liefern. Weiterhin sind die collapsing-Anwendungen unabhängig von Im−2,
sie müssen also nicht bei einer Änderung von Im−2 neu angewendet werden.
Die Datenstruktur, die vom Algorithmus verwendet wird, ist ein Doppelbaum mit einer
Wurzel. Für einen gegebenen (4,4)-Graph H sind die Knoten des Baums Graphen aus
der Familie R ′(3,5,k). Die Kanten des parent-Baums werden durch (J, parent(J)) und
die des adjunct-Baums durch (J,ad junct(J)) definiert. Die Wurzel ist der Graph K1
ohne parent- oder adjunct-Knoten. Der Algorithmus arbeitet nun den parent-Baum per
Tiefensuche durch, wobei für die Wurzel die collapsing-Regeln solange angewendet
werden, bis sich eine stabile Konfiguration ergibt und für die Knoten des Baums der
stabile Zustand wie im Lemma 2.4.30 aus den Anwendungen der collapsing-Regeln
auf parent(J) und ad junct(J) zusammengesetzt wird.
Für die beiden letzten Zeilen der Tabelle 2.5 kehrt sich die Situation beim Konkatenie-
ren um. Es wird nun in VG nach Intervallen, zur Erweiterung eines (4,4)-Graph H zu
einem (4,5)-Graph gesucht. Da H ein (4,4)-Graph ist, entfällt die Regel 4. Dafür wird
eine weitere collapsing-Regel für 3-Cliquen in VH eingeführt. Da es viel mehr (4,4)-
Graphen als (3,5)-Graphen gibt, wählt man für R ′(4,4,k) möglichst kleine Graphen.
Für k = 12 werden 23 (4,4,7)-Graphen und 51 (4,4,8)-Graphen sowie für k = 11
28 (4,4,8)-Graphen und 113 (4,4,9)-Graphen benutzt. Es erweist sich als vorteilhaft,
wenn man die Graphen, angefangen bei dem dichtesten Subgraph nummeriert. Die
konkatenierten Graphen werden nun auf alle möglichen Arten auf 24 Knoten erwei-
tert, wobei die collapsing-Regeln benutzt werden, um die neuen Kanten in H, aber
auch zwischen G und H zu bestimmen.
Beim letzten Schritt auf der Suche nach einem (4,5,25)-Graph muss jeder gefundene
(4,5,24)-Graph F auf alle möglichen Arten um einen Knoten erweitert werden, so
dass die Nachbarknoten dieses Knotens keine 3-Clique überdecken und zu allen
4-unabhängigen Mengen adjazent sind.
Sei dazu X1, . . .Xr die Liste aller 3-Cliquen und aller 4-unabhängiger Mengen von F .
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Seien weiterhin [B,T ] Intervalle von VF , aufgelistet in I .

Algorithmus 2.4.31. Ein-Knoten-Erweiterung

Eingabe: X1, . . .Xr 3-Cliquen und 4-unabhängige Mengen in VF .
Ausgabe: I Menge disjunkter Intervalle von VF .

1: I := {[ /0,VF ]}
2: Für i← 1 bis n erledige
3: Falls Xi eine 3-Clique ist dann
4: Für jedes [B,T ] ∈ I mit Xi ⊆ T erledige
5: Falls Xi ⊆ B dann
6: Lösche [B,T ] von I .
7: Sonst
8: Ersetze [B,T ] durch [B∪{y1, . . . ,y j−1},T\{y j}] für j = 1, . . . ,k,

wobei Xi\B = {y1, . . . ,yk}.
9: Sonst . Wenn Xi eine 4-unabhängige Menge ist.

10: Für jedes [B,T ] ∈ I mit Xi∩B = /0 erledige
11: Falls Xi∩T = /0 dann
12: lösche [B,T ] von I .
13: Sonst
14: Ersetze [B,T ] durch [B∪{y j},T\{y1, . . . ,y j−1}] für j = 1, . . . ,k,

wobei Xi∩T = {y1, . . . ,yk}.

Der Algorithmus Algorithmus 2.4.31 liefert eine Menge aus disjunkten Intervallen,
deren Vereinigung eine mögliche Nachbarschaft von v bildet.
Die Laufzeit des Algorithmus hängt stark von der Reihenfolge von X1, . . .Xr. Als eine
gute Methode erweist sich die Sortierung nach der Größe, angefangen mit dem größten
Element erwiesen, wobei Cliquen und unabhängige Mengen zusammen sortiert wer-
den.
Die Autoren implementieren unabhängig voneinander die Algorithmen. Weiterhin be-
nutzen sie verschiedene Partitionierungen der feasible cones in Intervalle und verschie-
dene Ordnungen ai. Diskrepanzen zwischen den berechneten Mengen der (4,5,24)-
Graphen gibt es jedoch nicht. Insgesamt werden um die 250000 (4,5,24)-Graphen
gefunden, die nicht zu einem (4,5,25)-Graph erweitert werden können. Damit gilt die
Behauptung: R(4,5)≤ 25. Mit dem Ramsey-Graph von Kalbfleisch gilt die Gleichheit.
Die Autoren begnügen sich nicht mit Resultat, sondern versuchen weiter die Korrekt-
heit und Vollständigkeit ihrer Algorithmen zu untermauern. Mit einer großen Anzahl
von Konkatenationen bestimmen Sie alle (4,5,24)-Graphen mit Maximalgrad 12 so-
wie alle 11-regulären (4,5,24)-Graphen. Das führt zu einer verbesserten Abschätzung:
R(5,5) ≤ 45. Desweiteren werden zufällige (4,5,24)-Graphen bestimmt. Keiner der
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gefundenen Graphen kann zu einem (4,5,25)-Graph erweitert werden. Ein weiterer
Test, bei dem eine Menge der (4,5,24)-Graphen, die hätte generiert werden müssen,
mit der Ausgabe der der beider Implementierungen verglichen wird, ergab eine Über-
einstimmung. Einige Informationen, die die Autoren über R (4,5) sammeln können,

n |R (4,5,n)| e(4,5,n) E(4,5,n)
1 1 0 0
2 2 0 1
3 4 0 3
4 10 0 5
5 28 1 8
6 114 2 12
7 627 3 16
8 5588 4 21
9 81321 6 27

10 1915582 8 33
11 67445833 10 40
12 3.2×109 12 48
13 1.85×1011 17 53
14 1.11×1013 22 60
15 5.96×1014 27 66
16 2.32×1016 32 72
17 5.17×1017 41 79
18 4.97×1018 48-50 85-88
19 1.46×1019 56-57 92-97
20 8.5×1018 66-68 100-105
21 5.5×1017 75-77 107-114
22 1.9×1015 86-88 114-122
23 1011 98-102 121-130
24 ≥ 350904 109-116 132

∑ 2.91×1019

Tabelle 2.6: Statistiken für (4,5)-Graphen.

sind in der Tabelle 2.6 dargestellt. Dabei bezeichnet E(s, t,n) die maximale Kanten-
zahl eines
(s, t,n)-Graph. Die Werte für |R (4,5,n)|, n≥ 12, sind Schätzungen.
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2.4.4 Die Methode von Piwakowski

Alle Bisher vorgestellten Ergebnisse verbessern stets nur die oberen Schranken von
Ramsey-Zahlen. Piwakowski stellt 1996 einen Ansatz vor, mit dem man auch untere
Schranken rechnerisch verbessern kann. Die Frage der Verifikation ist hier unkritisch,
da man bei einer unteren Schranke einen Ramsey-Graph vorlegen muss, dessen Eigen-
schaften leicht nachprüfbar sind.
Betrachtet man die kritischen Ramsey-Graphen in Abbildung 2.5, so fällt ihre re-
gelmäßige Struktur auf.

(a) Rg(3,4) (b) Rg(3,5) (c) Rg(4,4) (d) Rg(3,9)

Abbildung 2.5: Kritische Ramsey-Graphen für R(3,4) > 8, R(3,5) > 13, R(4,4) > 17
und R(3,9,) > 35.

Die Kanten der (R(s, t)− 1)-Gone sind partitioniert in wenige Mengen mit gleicher
Länge d. Dies bedeutet: nummeriert man die Knoten mit {0,1, . . . ,R(s, t)−2}, so gilt
für eine Kante {v,w} einer Partition stets: min{|v−w|,R(s, t)−1−|v−w|}= d. Auch
der kritische (4,5,24)-Graph von Kalbfleisch ist von solcher Struktur.
Zur besseren Übersicht sind bei den vollständigen Graphen in Abbildung 2.5 die Kan-
ten mit zweiter Farbe nicht eingezeichnet. Zusammen mit den eingezeichneten Kanten
erster Farbe ergibt sich eine so genannte zirukläre Färbung eines vollständigen Gra-
phen.
Die Idee von Piwakowski beruht auf der Hoffnung, dass die zirkulären Färbungen eines
n-Gons, die unter einer Drehung invariant sind, sich in höhere Dimensionen zu kriti-
schen Ramsey-Graphen fortsetzten lassen. Dazu sucht Piwakowski für R(s, t), s≤ t in
einer ”Basis”, die aus einer Kantenzerlegung eines Kn, n≤ R(s, t)−1 in Graphen mit
jeweiliger Kantenlänge d, 1 ≤ d ≤ bn

2c besteht, mit einer Heuristik, Kombinationen
der ”Basisgraphen”, die keinen Ks in Farbe 1 enthalten. Die Heuristik minimiert dabei
die Zielfunktion, die die 1 gefärbten Ks zählt. Bei der Konstruktion der Kombinatio-
nen aus der Basis wird stets die Nebenbedingung beachtet, die die Erzeugung eines
Graphen mit einer t-unabhängigen Menge verbietet.
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Tabu-Search

Piwakowski verwendet die tabu-search Heuristik, um mins∈S f (s) zu bestimmen, wo-
bei f (s) die zu minimierende Zielfunktion und S der Raum erlaubter Zustände ist.
Die Heuristik benutzt die Nachbarfunktion Nb : S → 2S , um, gestartet mit s ∈ S , zum
nächsten Zustand zu wechseln, der einen minimalen Wert unter f hat. Gibt es eine Aus-
wahlmöglichkeit, so wird zufällig verzweigt. Um Schleifen zu vermeiden, wird eine
Liste besuchter Zustände geführt - die Tabu Liste. Zu den Zuständen aus der Tabu-
Liste darf die Heuristik nicht ein zweites Mal verzweigen. Man kann den Algorithmus
etwa wie folgt notieren:

Algorithmus 2.4.32. Tabu-Search

Eingabe: Startelement s ∈ S .
Ausgabe: Akzeptierender Zustand s ∈ S oder /0.

1: Initialisiere die Tabu-Liste T := /0.
2: Solange s kein akzeptierender Zustand ist erledige
3: T := T ∪{s}.
4: Falls T voll dann
5: Lösche das älteste Element in T .
6: s := s′ mit s′ ∈ Nb(s)\T und f (s′) = minu∈Nb(s)\T f (u).

Die Umsetzung

Angenommen, G ist ein (s, t,n)-Ramsey-Graph mit s≤ t. Man definiert für
Kn = (VKn,EKn), VKn = {0,1, . . . ,n−1}, die Partition E = {G1,G2, . . . ,Gr} mit
VGi = VKn für 1 ≤ i ≤ r, EKn = ∪r

i=1EGi und EGi ∩EG j = /0 für 1 ≤ i 6= j ≤ r. Der
Suchraum S ist nun die Kombination aller möglichen Teilmengen von E , wobei kein
Graph eine t-unabhängige Menge enthalten darf:

S = {GI = ∪i∈IGi | I ⊆ {1,2, . . . ,r},Kl 6⊆ ḠI}.
Zwei Graphen in S sind Nachbarn, wenn sie sich um genau ein Graph aus E unter-
scheiden:

GI ∈ Nb(G j)⇔ |(I∪ J)\(I∩ J)|= 1.

Die Zielfunktion f (GI) liefert die Anzahl der s-Cliquen in GI . E wird nun mit
d(v,w) = min{|v−w|,n−|v−w|} für v,w ∈VKn definiert als

E = {G1,G2, . . . ,Gb n
n c},

{v,w} ∈ EGi ⇔ d(v,w) = i.

Für n = 8 ist die Partition E in Abbildung 2.6 dargestellt. Einige Kombinationen der
Elemente von E sind in Abbildung 2.7 dargestellt.
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Abbildung 2.6: Die Partition E für n = 8.

Abbildung 2.7: Einige Elemente der Menge S für n = 8.

Resultate

Mit dieser Methode werden die unteren Schranken für R(4,10), R(4,11), R(4,12),
R(4,13), R(4,14) und R(5,8) verbessert, von denen heute jedoch keine mehr aktuell
ist.
Eine Schranke für R(3,13) kann mit der folgenden Definition für E gefunden werden:
Habe K2n die Knotenmenge bestehend aus A = {a0,a1, . . . ,an−1} und
B = {b0,b1 . . . ,bn−1}. Dann sei E wie folgt definiert:

E = {GA
i ,gA

2 , . . . ,GA
b n

2 c
,GB

i ,gB
2 , . . . ,GB

b n
2 c

,GC
i ,gC

2 , . . . ,GC
n−1},

{ai,a j} ∈ EGA
d(i, j)

für i≤ i 6= j < n,

{bi,b j} ∈ EGB
d(i, j)

für i≤ i 6= j < n,

{ai,b j} ∈ EGC
d′(i, j)

für i≤ i, j < n,

wobei

d(i, j) = min{| j− i|,n−|i− j|} und
d′(i, j) = ( j− i+n) mod n ist.

Mit dieser Partition kann Piwakowski einen (3,13,58)-Ramsey-Graph finden, der noch
heute aktuell ist.



44 2 Ramsey-Zahlen

2.5 Schlussfolgerung
Die Evolution der Rechenleistung ermöglicht sehr viele Einträge in der Tabelle 2.1, in
der die Ramsey-Zahlen R(Ks,Kt) und ihre Schranken notiert sind. Allerdings ist die
Rechenleistung allein unzureichend.
Im Unterabschnitt 2.4.1 wird die Methode von Grinstead u. Roberts vorgestellt, bei
der man spezielle Schlussfolgerungen mit Hilfe von exhaustive-search Algorithmen
herleitet und nicht das sehr große Gesamtproblem algorithmisch behandelt. Die Idee
mit dem Aufspannen hinreichend großer Suchräume mit einer kleinen Basis an erzeu-
genden Graphen verwenden McKay u. Radziszowski in Unterabschnitt 2.4.3. Obwohl
die Rechenleistung schon seit mehr als 50 Jahren sich jedes zweite Jahr verdoppelt, ist
sie dennoch nur zur Lösung kleiner Probleminstanzen ausreichend.
Aufgrund vieler aktiver Arbeitsgruppen auf dem Gebiet der Ramsey-Zahlen für Gra-
phen und der Aktualität des Themas, erfordern neue Resultate für Aussagen mit vollständi-
gen Graphen großen Aufwand und Vorbereitung. Vor allem die Verbesserungen der
oberen Schranken sind aufwendig, da bei einer computerunterstützten Methode, wie
sie im Unterabschnitt 2.4.2 und im Unterabschnitt 2.4.3 vorgestellt wird, für große
Räume das Nichtvorhandensein eines Graphen mit einer ganz bestimmter Eigenschaft
nachgewiesen werden muss.
Dagegen ist das Verbessern der unteren Schranken unkritisch, sowohl gegenüber der
Verifikation aber auch gegenüber Fehlern im Algorithmus. Das Testen eines Graph auf
die Eigenschaft: Ramsey-Graph, ist leicht. Ein Fehler im Algorithmus führt schlimms-
tenfalls dazu, dass ein Ramsey-Graph als solcher nicht erkannt wird. Dagegen wird
ein Fehler im Algorithmus zur Verbesserung der oberen Schranke unweigerlich die
gesamte Aussage ungültig werden lassen oder diese zumindest in Frage stellen.
Für die Verbesserung der unteren Schranken kann man Kalbfleisch anführen, der schon
1966 mit einem, im Vergleich zu heute möglichen, kleinen Rechenaufwand, Ramsey-
Graphen konstruiert, für die man erst viel später zeigen kann, dass sie kritisch sind.
Ramsey-Zahlen für vollständige Graphen und kleine Parameter s und t sind bisher aus-
giebig untersucht worden. Erst kürzlich zeigen Harborth u. Krause (2003) rechnerisch,
dass für Graphen mit weniger als 102 Knoten keine untere Schranke für R(Ks,Kt) in
der Tabelle 2.1 durch einen Ramsey-Graph mit zirkulärer Färbung verbessert werden
kann.
Im Rahmen einer Diplomarbeit könnten untere Schranken mit der Idee von Piwakow-
ski für höhere Parameter s und t verbesserbar sein. Verbesserungen könnten aber auch
für exotische verbotene Graphen und Kombinationen aus ihnen erzielt werden. Im Sur-
vey von Radziszowski findet man Übersichten dazu. So sind zum Beispiel R(Ks,Ct)
und R(Ks,Kt−e) interessant, wobei Ct ein Kreis der Länge t und Kt−e ein vollständi-
ger Graph ohne eine Kante ist. Weiterhin gibt es für Ramsey-Zahlen mit mehr als
zwei verbotenen Subgraphen und für Hypergraphen im Vergleich zu Resultaten für
R(Ks,Kt) wenige Ergebnisse.



3 Die Vermutung von Hirsch und
die ”d-step Conjecture”

Die Vermutung von Hirsch und ihr Spezialfall - die d-step conjecture stehen im Zu-
sammenhang mit der Komplexität der Simplex-Algorithmen in der linearen Program-
mierung. Für die durch Dantzig 1947 eingeführte Simplex-Algorithmen nahm man
zunächst an, bedingt durch ihr gutmütiges Verhalten in der Praxis, dass die Laufzeit
polynomiell in den Eingabegrößen sei. 1972 leiten aber Klee u. Minty spezielle Einga-
ben her, für die der Simplex-Algorithmus exponentielle Laufzeit benötigt. Für weitere
Auswahlstrategien des Simplex-Algorithmus - so genannte Pivot-Regeln werden eben-
falls Beispiele gefunden, die nichtpolynomielle Laufzeiten verursachen. Es stellte sich
daraufhin die Frage: Existiert eine Pivot-Regel, mit der ein Simplex-Algorithmus stets
polynomielle Laufzeit besitzt?
Da der Simplex-Algorithmus auf konvexen Polyedern, definiert durch ein System von
linearen Ungleichungen, operiert, ist der Durchmesser eines Polyeders eine untere
Schranke für die Laufzeit. 1957 vermutet Hirsch für den beschränkten und unbe-
schränkten Fall der konvexen Polyeder der Dimension d mit n Seitenflächen, dass für
ihr Durchmesser ∆(n,d) gilt: ∆(n,d)≤ n−d, ∆u(d,n)≤ n−d. Der Durchmesser soll
also linear in d und n sein.
Die Vermutung für den unbeschränkten Fall kann 1967 von Klee u. Walkup wider-
legt werden, wogegen für den beschränkten Fall bis heute nicht bekannt ist, ob sie gilt
oder nicht. Klee vermutet für den beschränkten Fall, dass spätestens ab der Dimensi-
on 12 ”die meisten” Polytope ein Gegenbeispiel zur Hirsch-Vermutung sind. Da nicht
bekannt ist, ob sich Polytope effizient aufzählen lassen, ist folgender Ansatz zur Su-
che nach einem Polytop der Dimension d und n Seitenflächen mit besonders großem
Durchmesser denkbar:

1. Erzeugen von n geometrisch gleichverteilten Knoten auf einer d-Einheitssphäre.

2. Das Berechnen der konvexen Hülle liefert ein Polytop mit n Ecken, dessen Sei-
tenflächen stets d Ecken haben. Solch ein Polytop nennt man simplicial.

3. Das Bilden des dualen Polytops transformiert eine Seitenfläche mit d Ecken in
eine Ecke adjazent zu n Seitenflächen. Solch ein Polytop nennt man einfach.

45
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Man bekommt damit ein Polytop mit gesuchten Parametern: der Dimension d
und n Seitenflächen.

4. Als letzte Operation bestimmt man den Durchmesser des zum Polytop zugehören-
den Graphen. Im Fall von ∆(n,d) > n− d wäre die Vermutung von Hirsch wi-
derlegt.

Würde die Vermutung von Hirsch gelten, wäre das noch keine Implikation für die
Existenz einer Pivot-Regel mit polynomieller oder linearer Laufzeit für den Simplex-
Algorithmus. Die Widerlegung der Vermutung von Hirsch wäre ebenfalls keine Impli-
kation für die Nichtexistenz einer solchen Regel. Allein die Laufzeit eines Simplex-
Algorithmus mit einer beliebigen Pivot-Regel kann die Größenordnung des Durch-
messers eines konvexen Polyeders nicht unterschreiten.
Der Spezialfall der Vermutung von Hirsch mit n = 2d, bekannt unter dem Namen
der ”d-step conjecture”, ist insofern interessant, da seine Korrektheit äquivalent zur
Korrektheit des allgemeinen Falls ist.
In den folgenden Kapiteln wird das Gebiet der linearen Programmierung und die Kom-
plexitäten von Nicht-Simplex-Algorithmen sowie spezieller Pivot-Regeln des
Simplex-Algorithmus vorgestellt. Weiterhin werden die Grundbegriffe der Theorie für
Polytope eingeführt und die Vermutung von Hirsch und die d-step conjecture vorge-
stellt. Anschließend beschreibe ich einen Versuch, die d-step conjecture experimentell
zu widerlegen.

3.1 Lineare Programmierung
Bei dem Problem der linearen Programmierung beschäftigt man sich mit der Suche
nach einem Optimum in einer Menge, die durch ein System von linearen Ungleichun-
gen definiert werden kann. Hierbei bieten sich insbesondere Beispiele aus den Wirt-
schaftswissenschaften zur Verdeutlichung an. Kennt man die Mengen der Ressourcen
und Kapazitäten der Produktionsmittel sowie ihre linearen Abhängigkeiten unterein-
ander, so lässt sich ein lineares Ungleichungssystem Ax≤ b, A∈ IRn,d, x∈ IRd, b∈ IRn

aufstellen, so dass für ein gegebenes c ∈ IRd ein x0 ∈ IRd zu finden ist mit:

c>x0 = max
x∈IRd
{c>x| Ax≤ b},

oder
c>x0 = min

x∈IRd
{c>x| Ax≤ b}.

Für jedes i, 1 ≤ i ≤ n, definiert aixi ≤ bi einen abgeschlossenen Halbraum, wobei ai
die i-te Zeile aus der Matrix A ist. Der Schnitt aller n Halbräume ist die Menge der
Punkte x ∈ IRd , die die Ungleichung Ax≤ b erfüllen. Man schreibt

P = P(a,b) := {x ∈ IRd| aix≤ bi, für 1≤ i≤ n}
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und nennt P ein (konvexes) Polyeder. Existiert für alle x∈P ein N ∈ IR mit ||x|| ≤N, so
heißt P ein (konvexes) Polytop. Da nicht-konvexe Polyeder und Polytope im Folgenden
nicht vorkommen werden, wird ”konvex”, wie bei Grünbaum weggelassen.
Das Finden eines Maximums ist in Abbildung 3.1(a) beispielhaft dargestellt. Hat das
Polyeder die Dimension d, so findet man zeichnerisch eine Lösung durch verschieben
einer d−1 dimensionalen Fläche in Richtung c. Man kann zeigen, dass das Optimum
in einer Ecke angenommen wird, also in einem Punkt x ∈ P, für den mindestens für d
der n Ungleichungen jeweils die Gleichheit (aix = bi) gilt.
Eine algorithmische Lösung für das Finden eines Optimums für ein lineares Unglei-
chungssystem stellt 1947 Dantzig vor. Dazu sei angenommen, dass alle Ecken
x1,x2, . . . ,xm ∈ IRd eines Polyeders P bekannt sind. Der Algorithmus, gestartet mit ei-
ner beliebigen Ecke x0, iteriert solange entlang der Kanten des Polyeders, bis keine
gefundene Lösung mehr verbessert werden kann:

1. Finde eine Lösung x0.

2. Solange xi nicht optimal, finde xi+1 mit c>xi+1 ≥ c>xi, beziehungsweise
c>xi+1 ≤ c>xi.

Die ursprüngliche Pivot-Regel von Dantzig wählt als xi+1 jeweils einen Nachbarkno-
ten von xi, der den maximalen Wert bezüglich der linearen Funktion c>xi+1 hat. In
Abbildung 3.1(b) ist ein solches Vorgehen skizziert.

(a) Zeichnerische Methode. (b) Pivot-Regel von Dantzig.

Abbildung 3.1: Das Finden eines Optimums auf einem Polytop.

Wenn man annimmt, dass der Lösungsraum P endlich ist, so definiert die Konvexkom-
bination von x1,x2, . . . ,xm ebenfalls einen Lösungsraum:

P = conv(x1,x2, . . . ,xm) := {
m

∑
i=1

λixi| λi ≥ 0,
m

∑
i=1

λi = 1}.
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Der Hauptsatz der Theorie für Polytope besagt, dass beide Definitionen von P äquiva-
lent sind.

3.1.1 Pivot-Regeln
Wie im Kapitel 3 vorgestellt, finden Klee u. Minty für die Dantzig Pivot-Regel Ein-
gaben, für die der Simplex-Algorithmus exponentiell viele Schritte für das Finden des
Optimums braucht. Es gibt einige weitere Pivot-Regel, wie z.B ”steepest-edge” oder
”shadow vertex”, für die ebenfalls Eingaben existieren, die zur exponentiell vielen
Schritten führen. 1992 gelingt es Kalai und 1996 Matousek u. a. randomisierte Pivot-
Regeln zu definieren, die eine subexponentielle Laufzeit haben. Todd beschreibt die
Idee dieser superpolynomiellen Pivot-Regeln, welche für die Anzahl der Schritte den
Erwartungswert expK

√
d logn für eine Konstante K haben, wie folgt:

• Sei Ecke v gegeben. Wähle zufällig eine Seitenfläche F , die v enthält.

• Finde lokales Optimum w in F bezüglich c>w.

• Wiederhole das Verfahren für w.

Für deterministische Pivot-Regeln und geometrisch zufällig verteilte Eingabedaten
kann Borgwardt (1986) als Erster eine polynomielle Schranke herleiten. Mit seiner
neuesten Schranke von 1999 sind zum Finden des Optimums O(n3d1/(n−1)) Pivot-
Schritte ausreichend. Eine weitere polynomielle Schranke von O(min(d2,n2)) können
1985 Adler u. Megiddo, 1986 Todd und 1987 Adler u. a. herleiten.

3.1.2 Weitere Methoden der linearen Programmierung
Verlässt man den Bereich der Simplex-Algorithmen, so findet Khachiyan (1979) einen
Polynomialzeit-Algorithmus für die ellipsoid-Methode von Yudin u. Nemirovski (1976)
und Shor (1977). Sei dazu L die Länge der binären Darstellung eines LP-Problems.
Dann benötigt der Algorithmus von Khachiyan im worst-case O(n4L) arithmetische
Operationen.
Karmarkar geht von den Ideen von Frisch und Fiacco u. McCormick aus, um 1984 für
die innere-Punkt Methode die Laufzeit von O(n3.4L) herzuleiten. Eine Einführung zu
diesen Algorithmen gibt Todd in ”The many facets of linear programming.”

3.2 Konvexe Polyeder und Polytope
Bevor die Hirsch-Vermutung vorgestellt wird, werden Grundbegriffe für Polyeder ein-
geführt. Weiterhin werden Operationen auf Polyedern vorgestellt, die in anschließen-
den Kapiteln benötigt werden.
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3.2.1 Grundbegriffe für Polyeder
Wie im Abschnitt 3.1 schon vorweggenommen, wird ein (konvexes) H -Polyeder de-
finiert als Schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbräume in IRd , d ∈ IN. Ist der
Schnitt beschränkt, so nennt man ihn ein (konvexes) H -Polytop.
Die Dimension einer Menge P⊆ IRd ist die Dimension ihrer affinen Hülle:
dim(P) := dim(aff(P)), wobei die affine Hülle definiert ist als
{∑n

j=1 λ jx j | x1,x2, . . . ,xn ∈ P, ∑
n
j=1 λ j = 1}, also der kleinste Teilraum von IRd , der P

enthält. Ein d-Polyeder oder ein d-Polytop habe die Dimension d.
Ein V -Polytop ist definiert durch eine Konvexkombination endlich vieler Punkte
{x1,x2, . . . ,xn}, xi ∈ IRd , 1 ≤ i ≤ n, wobei die Konvexkombination definiert ist als
{∑n

i=1 λixi | λi > 0, ∑
n
i=1 λi = 1}. Die Definitionen der V -Polytope und H -Polytope

sind äquivalent.
Für ein Polytop P ist ein echtes face F definiert als Schnitt von P mit einer un-
terstützenden Hyperebene H. Eine Hyperebene H unterstützt P in F , wenn gilt:
H ∩P = F und P liegt im abgeschlossenen Halbraum definiert durch H.
Faces der Dimension 0, 1, dim(P)−2 und dim(P)−1 von P nennt man Ecken, Kan-
ten, ridges und Facetten (im Abschnitt 3.1: Seitenflächen). { /0} und P sind unechte
(−1)- und dim(P)-faces von P. Jedes face ist ein Polytop. Ein (d,n)-Polytop ist ein
d-Polytop mit n Facetten.
Fk(P) bezeichnet die Menge aller k-faces von P. fk(P) := |Fk(P)|. Der f-Vektor ist
nach der Dimension geordnete Menge der Kardinalitäten von Fk(P):
f (P) = { f0(P), f1(P), . . . , fdim(P)−1(P)}.
Face Lattice L(P) ist unter der Inklusion partiell geordnete Menge aller faces von P.
Polytope P und Q sind kombinatorisch äquivalent (isomorph), falls es eine Funktion
φ : L(P) 7→ L(Q) gibt mit:

F ⊆ G in L(P)⇔ φ(F)⊆ φ(Q) in L(Q).

Polytope P und Q sind kombinatorisch dual, falls es eine Funktion
φ : L(P) 7→ L(Q) gibt mit:

F ⊆ G in L(P)⇔ φ(F)⊇ φ(Q) in L(Q).

Dabei wird ein k-face auf ein (dim(P)− k− 1)-face abgebildet. In Abbildung 3.2 ist
dazu ein Beispiel dargestellt.
Um Attribute simplicial und einfach für Polytope definierten zu können, benötigt man
die Definition eines d-Simplex und eines Eckenbildes.
Ein d-Simplex ist die konvexe Hülle von n + 1 affin unabhängigen Punkten in IRd ,
d ≥ n. Ein d-Simplex hat Dimension n.
Das Eckenbild einer Ecke v von P ist der Schnitt von P mit einer Hyperebene H, die
v von allen anderen Ecken von P trennt. In der Abbildung 3.3 ist ein Beispiel dazu
dargestellt.
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Abbildung 3.2: Ein einfaches (3,5)-Polytop und sein duales simplicial (3,6)-Polytop.

Abbildung 3.3: Das Eckenbild einer Ecke v eines Polytops P.

Für ein d-Polytop P sind folgende Aussagen äquivalent:

• P ist simplicial genau dann, wenn jede Facette ein Simplex ist.

• Jede echte Facette von P ist ein Simplex.

• Jede Facette hat d Ecken.

• Jedes k-face hat k +1 Ecken für k ≤ d−1.

Für ein d-Polytop P sind folgende Aussagen äquivalent:

• P ist einfach genau dann, wenn jedes Eckenbild ein Simplex ist.

• Jede Ecke ist in d Facetten enthalten.

• Jedes k-face ist in d− k Facetten enthalten für k ≥ 0.
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Ist P simplicial, so ist das dazu kombinatorisch duale Polytop einfach. Ist P einfach,
so ist das dazu kombinatorisch duale Polytop simplicial. In Abbildung 3.2 sind ein
einfaches Polytop und sein kombinatorisch duales simplicial Polytop dargestellt.

3.2.2 Die Vermutung von Hirsch und ihre Spezialfälle
Die Ecken und Kanten eines Polytops formen einen ungerichteten Graph G(P). Sei
δ(G) der längste kürzeste Weg zwischen zwei beliebigen Knoten in G. δ(G) wird der
Durchmesser von G genannt. Weiterhin sei ein gepunkteter Polyeder P ein Polyeder
mit mindestens einer Ecke.
Für alle d-Polytope P mit höchstens n Facetten, n > d ≥ 2, bezeichnet ∆(d,n) den ma-
ximalen Durchmesser von G(P). Im Fall der unbeschränkten, gepunkteten d-Polyeder
P mit höchstens n Facetten, bezeichnet ∆u(d,n) den maximalen Durchmesser von
G(P).
1957 vermutet Hirsch:

∆(d,n)≤ n−d

und
∆u(d,n)≤ n−d.

Der unbeschränkte Fall ist von Klee u. Walkup (1967) widerlegt worden. Sie zeigen
weiterhin, dass aus der Gültigkeit des Spezialfalls:

∆(d,2d)≤ d

schon die Gültigkeit des allgemeinen Falls folgt. Der Spezialfall ist unter dem Namen
d-step conjecture bekannt.
Hirsch formuliert weiterhin die monotone und strikt monotone Vermutung wie folgt:
Für die lineare Funktion c>x, definiert wie im Abschnitt 3.1, ist ein monotoner Pfad
entlang der Kanten von P gegeben, wenn für zwei im Pfad aufeinander folgende Ecken
u und v stets gilt: c>u < c>v. Die monotone Vermutung besagt nun, dass gestartet mit
einer beliebigen Ecke v in einem d-Polytop mit höchstens n Facetten, man in höchs-
tens n− d Schritten eine Ecke u in P erreicht, die die Funktion c>x maximiert. Die
strikt monotone Vermutung besagt, dass gestartet mit einer Ecke v in P, die c>x mi-
nimiert, man in höchstens n− d Schritten eine Ecke in P erreicht die c>x maximiert.
Todd (1980) kann die monotone Hirsch-Vermutung widerlegen. Für die strikt monoto-
ne Vermutung ist bis heute nicht bekannt, ob sie gilt oder nicht.
Für d = 2,3 sind folgende geschlossene Ausdrücke für ∆(d,n) und ∆u(d,n) bekannt:

∆(2,n) = bn
2
c, ∆u(2,n) = n−2,

∆(3,n) = b2n
3
c−1, ∆u(3,n) = n−3.



52 3 Die Vermutung von Hirsch und die ”d-step Conjecture”

n-d 1 2 3 4 5 6 7 . . .

d

1 1
2 2 2 3 3 4 4 . . .∆(2,n) = bn

2c
3 3 3 4 5 5 . . .∆(3,n) = b2n

3 c−1
4 4 5 ? ?
5 5 ? ?
6 ? ?
7 ?

Tabelle 3.4: Bekannte Werte für ∆(d,n).

n-d 1 2 3 4 5 6 . . .

d

1 1
2 2 3 4 5 6 . . .∆u(2,n) = n−2
3 3 4 5 6 . . .∆u(3,n) = n−3
4 5 ? ?
5 ? ?
6 ?

Tabelle 3.5: Bekannte Werte für ∆u(d,n).

In der Tabelle 3.4 und der Tabelle 3.5 sind weitere, heute bekannte Werte zusammen-
gefasst. 1967 können Klee u. Walkup ∆(5,10) = 5 und ∆u(4,8) = 5 bestimmen.
Sie können weiterhin eine untere Schranke für ∆(d,n) herleiten:

∆(d,n)≥ n−d +min{bd/4c,b(n−d)/4c}.

Adler schätzt 1974 für den unbeschränkten Fall ab:

∆(d,n)u > bn−d− (n−2)/b5d/4cc.

Für die obere Schranke wird 1970 von Larman und 1992 von Kalai u. Kleitman fol-
gende Abschätzungen hergeleitet:

∆(d,n)≤ n2d−3

und

∆(d,n)≤ n
(

logn+d
d

)
≤ nlogd+1.
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Die Hirsch-Vermutung ist wahr für 0/1-Polytope, die definiert sind als konvexe Hülle
einer Menge von Einheitsvektoren. 1989 wird dies von Nadef bewiesen. Weiterhin
können Kleinschmidt u. Onn (1992) für integrale Polytope die Hirsch-Vermutung zei-
gen.

3.2.3 Eigenschaften von Polyedern und Polytopen
Für den Abschnitt 3.4 sind Abschätzungen für Eckenzahlen für Polytope von Inter-
esse. Motzkin vermutet 1957 für die maximale Zahl der Ecken eines d-Polytops mit
n-Facetten (beziehungsweise für Facettenzahl eines d-Polytops mit n Ecken):(

n−bd+1
2 c

n−d

)
+

(
n−bd+2

2 c
n−d

)
.

1970 wird diese Vermutung von McMullin bewiesen. Für die untere Schranke für
Ecken eines d-Polytops mit n Facetten vermutet Brückner (1909):

(n−d)(d−1)+2.

Für d ≤ 5 beweist Walkup (1975) die Behauptung. 1971 wird der allgemeine Fall von
Barnette hergeleitet.
Eine Operation, die bei der Konstruktion von Polytopen im Abschnitt 3.4 verwendet
wird, ist das Bilden eines Keils oder das Wedgen. Dabei wird ein d-Polyeder mit
n-Facetten zu einem (d +1)-Polyeder mit n+1 Facetten erweitert.
Sei also P ein d-Polyeder und sei F ein m-face von P, 0≤m < d. Bezeichne L = [0,∞)
eine Halblinie. Sei C das Produkt von P mit L in IRd+1, wobei jeder Punkt v ∈ P mit
v× 0 in C identifiziert wird. Sei H eine Hyperebene in IRd+1 mit H ∩P = F und H
schneidet das Innere von C. H teilt C in zwei (d + 1)-Polyeder. Sei W der (d + 1)-
Polyeder, der P enthält. W ist kombinatorisch bestimmt durch die Wahl von P und F
und hat n+1 Facetten. Es gilt: Falls P ein Polytop ist, so ist W auch ein Polytop. Falls
P einfach und F eine Facette sind, so ist W einfach.
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Abbildung 3.6: Das Bildes eines Keils W über P mit Fuß K.

3.3 Implementierung & Polymake
Experimente auf verteilten Rechnern in einem Netzwerk weisen inhärente Probleme
wie:

• Synchronisation und damit verbundene schlechte Auslastung der Rechnerkno-
ten,

• synchron laufende Pseudozufallszahlengeneratoren,

• großer Aufwand zur zuverlässigen Steuerung der verteilten Prozesse,

• durch die Größenordnung der eingesetzten Komponenten viel größere Häufig-
keit sporadisch auftretender Defekte der Hardware und

• Auslastung der Rechnerknoten durch Prozesse anderer Benutzer

auf. In diesem Kapitel wird die eingesetzte Software sowie die Methoden zur Lösung
der oben genannter Probleme beschrieben.
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3.3.1 Polymake
Das zentrale Werkzeug, dass bei den Experimenten zur Widerlegung der Vermutung
von Hirsch und zur Akkumulation von Statistiken für Polytope eingesetzt wird, ist
Polymake. Es bietet viele Funktionen, um konvexe Polyeder studieren zu können. Ent-
wickelt wird Polymake von Gawrilow u. Joswig an der T.U. Berlin.
Das Programmpaket lässt sich in drei Teile gliedern:

1. Externe Bibliotheken (nur die in den Experimenten benutzte Bibliotheken sind
aufgeführt):

• GNU Multi Precision Arithmetic Library (GNU MP) (http://www.
swox.com/gmp/). GNU MP ist eine notwendige Bibliothek, denn die
Genauigkeit der Fließkommarithmetik ist für die Experimente nicht aus-
reichend.

• Algorithmen für das Bestimmen von konvexen Hüllen:

– CDD von Komei Fukuda (http://www.ifor.math.ethz.ch/
∼fukuda/cdd home/cdd.html),

– LRS von David Avis (http://cgm.cs.mcgill.ca/∼avis/C/
lrs.html),

– beneath-beyond Algorithmus, implementiert als Polymake-Client.

• Nauty/Dreadnaut von McKay zur Bestimmung von kombinatorisch äqui-
valenten Polytopen (http://cs.anu.edu.au/∼bdm/nauty/).

2. Polymake-Clients sind Primitiven aus dem Gebiet der Graphentheorie und der
Theorie für konvexe Polyeder wie zum Beispiel geometrisch gleichverteiltes Er-
zeugen eines Polytops, Berechnen der konvexen Hülle oder der kombinatori-
schen Äquivalenz zweier Polytope.

3. Das perl-Skript polymake, das die Primitiven gemäß einem Regelwerk zu-
sammensetzt, um die gesuchten Attribute eines Polyeders berechnen zu können.

Beispielhaft ist folgend die Ausgabe von polymake für das Berechnen des Durch-
messers eines einfachen (6,12)-Polytops dargestellt:

user@tron:˜> rand_sphere polytop 6 12

user@tron:˜> polymake -vv polytop SIMPLE SIMPLICIAL DUAL_DIAMETER

polymake version 2.0

[...]

polymake: applying rule ’cdd, FACETS, AFFINE_HULL : VERTICES | POINTS’

polymake: applying rule ’DIM : AMBIENT_DIM, AFFINE_HULL’

polymake: applying rule ’POINTS_IN_FACETS : POINTS, FACETS’

polymake: applying rule ’VERTICES_IN_FACETS, VERTICES : POINTS_IN_FACETS, POINTS’

polymake: applying rule ’SIMPLICIAL : DIM, VERTICES_IN_FACETS’

polymake: applying rule ’SIMPLE : DIM, VERTICES_IN_FACETS’

http://www.swox.com/gmp/
http://www.swox.com/gmp/
http://www.ifor.math.ethz.ch/~fukuda/cdd_home/cdd.html
http://www.ifor.math.ethz.ch/~fukuda/cdd_home/cdd.html
http://cgm.cs.mcgill.ca/~avis/C/lrs.html
http://cgm.cs.mcgill.ca/~avis/C/lrs.html
http://cs.anu.edu.au/~bdm/nauty/
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polymake: applying rule ’DUAL_GRAPH : VERTICES_IN_FACETS’

polymake: applying rule ’DUAL_DIAMETER : DUAL_GRAPH’

!SIMPLE

SIMPLICIAL

DUAL_DIAMETER

6

user@tron:˜>

rand sphere erzeugt zunächst 12 Punkte auf einer 6-Einheitssphäre. polymake
würde nun ein simplicial-Polytop aus diesen Punkten konstruieren. Interessant ist al-
so der Durchmesser des dualen einfachen Polytops. Man sieht in der Ausgabe von
polymake, wie die Abhängigkeiten der Primitiven, abhängig von den schon berech-
neten Ergebnissen (bisher hat rand sphere nur Punkte generiert), aufbaut.
Polymake unterstützt unmittelbar die Visualisierungsprogramme geomview und JavaView,
sowie das Renderprogramm povray. In Abbildung 3.7 ist mit Hilfe von JavaView
ein geometrisch gleichverteilt erzeugtes (3,12)-simplicial-Polytop und sein duales (3,8)-
simple-Polytop dargestellt.

(a) (3,12)-simplicial Polytop. (b) Duales (3,8)-simple
Polytop.

Abbildung 3.7: Visualisieren mit JavaView.

Vorbereitende Schritte und Laufzeitmessungen

Obwohl Polymake nicht besonders großen Quellcode besitzt, ist die Kompilation umständ-
lich und langwierig. So kann ich zum Zeitpunkt meines Experiments Polymake in der
Version 2.0 nur mit dem GNU Compiler gcc in der Version 3.3.3 übersetzen. Ältere
oder neuere Versionen des gc-Compilers weisen Fehler auf, so dass die Kompilation
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von Polymake mit ihnen nicht möglich ist. Weiterhin ist ein Computer mit möglichst
1 GB physikalischem Hauptspeicher zur Übersetzung notwendig.
Vorbereitend werden Testläufe zur Bestimmung des praktischen Laufzeitverhaltens der
Algorithmen zur Berechnung der konvexen Hülle und des Durchmessers durchgeführt.
Für (6,12)-Polytope stellt sich heraus, dass bei den Schritten, die Polymake in dem
vorher angegebenen Auszug ausführt, das Berechnen der konvexen Hülle 6/7 der Re-
chenzeit benötigt. Somit benötigt das Berechnen des Durchmesser lediglich 1/7 der
Rechenzeit. In der Tabelle 3.8 sind die Laufzeiten der Algorithmen zur Bestimmung
der konvexen Hülle dargestellt.

(d,n) CDD LRS BB
(6,12) 1.3s 1.3s 1.2s
(8,16) 6.4s 6.3s 5.7s

(10,20) 55.5s 56.5s 1m01s
(12,22) 3m49s 4m 5m54s

Tabelle 3.8: Vergleich der Durchschnittslaufzeiten der Algorithmen zur Berechnung
konvexer Hüllen in Polymake. Mitgemessen wird auch die Zeit zum Star-
ten und Beenden der Algorithmen. Die Experimente werden auf einem 1
GHz Rechner durchgeführt.

Da es keinen signifikanten Unterschied in den Laufzeiten gibt, wird für die Experi-
mente die CDD-Bibliothek von Fukuda für die Experimente verwendet. Das Berech-
nen des Durchmessers erfolgt bei Polymake mit breadth-first search Algorithmus. Für
einen Graph G = (V,E) beträgt die Laufzeit O(|E|(|E|+ |V |)).

3.3.2 Nauty
Nauty (no automorphisms, yes?) ist ein Programmpaket von McKay, dass zu einem
Graph die Gruppe der Automorphismen berechnen kann. Desweiteren ist das Pro-
gramm in der Lage, eine kanonische Darstellung eines Graphen zu bestimmen, die
Bitweise mit der kanonischen Darstellung eines anderen, aber isomorphen Graphen
übereinstimmt. Diese Eigenschaft ermöglicht es, aus einer großen Menge von Gra-
phen mittels Systemwerkzeugen wie

sort graphen.datei | uniq > kombinatorisch.verschieden

die paarweise nichtisomorphen Graphen zu bestimmen. Mit

sort graphen.datei | uniq -c > kombinatorisch.verschieden

kann man auch die Häufigkeit ihres Auftretens zählen.
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3.3.3 Pseudozufallszahlengeneratoren
Polymake benutzt die aktuelle Zeit, um einen Startwert für einen Pseudozufallszah-
lengenerator zu erzeugen. Bei parallel startenden Prozessen führt es zu Gruppen von
Prozessen, die den Pseudozufallszahlengenerator mit dem gleichen seed initialisie-
ren, mit der Folge, dass die Prozesse die gleiche Ausgabe erzeugen. Das Betriebssys-
tem Linux bietet mit der systemspezifischen Datei /dev/random eine Quelle für
Zufallszahlen an, die Zufall aus dem Hardwarerauschen der Computerkomponenten
erzeugt. Dabei blockieren die Lesezugriffe, falls nicht mehr genügend Bits aus den
Quellen ”echten Zufalls” (Tastatureingaben, Festplattenzugriffszeiten, ...) gewonnen
werden können. Die Blockierung der Prozesse kommt aber nie vor, da nur vier Bytes
zur Initialisierung gebraucht werden und auf den Arbeitsrechnern stets viel Interak-
tion durch Benutzer stattfindet, so dass genügend viele Bits Zufall erzeugt werden.
Näheres dazu findet sich in den manpages von Ts’o und im Sourcecode. In der Doku-
mentation zu GNU Multi Precision Arithmetic Library wird die Empfehlung gegeben,
/dev/random zur Initialisierung zu verwenden.
Es wird darauf geachtet, dass alle Experimente /dev/random für die Initialisierung
des Pseudozufallszahlengenerators benutzen. Weiterhin wird die Polymake-Primitive
rand sphere zu rand sphere stdout erweitert, die stets /dev/random und
nicht die Zeit für die Initialisierung benutzt.
Als Pseudozufallszahlengenerator benutzt Polymake den Pseudozufallszahlengenera-
tor von GNU MP. Dabei implementiert GNU MP einen linearen Kongruenzgenerator
mit der Periodendauer 248.

3.3.4 Die Systemumgebung
Die Experimente werden auf den Computern des Fachbereichs für Informatik und auf
dem PC2-Cluster durchgeführt. Insgesamt sind 129 Poolrechner, 59 Mitarbeiterrechner
und 16 bis 32 Doppelprozessormaschienen des PC2-Clusters eingesetzt. Experimen-
te auf den Mitarbeiterrechnern werden von 22:00 bis 7:00 und auf den Poolrechnern
während der vorlesungsfreien Zeit ohne Unterbrechungen, ansonsten von 19:00 bis
8:00 durchgeführt.
Die Rechnerknoten variieren bezüglich der Rechenleistung und der installierten Soft-
ware stark. So sind verschiedene glibc-Versionen installiert, was die Bereitstellung
aller kompilierten Programme für die jeweilige glibc-Version zur Folge hat. Die
Rechenleistung schwankte von 400MHz bis zu 3GHz. Dabei sind die 59 Mitarbeiter-
rechner zusammen ähnlich leistungsfähig wie die 129 Poolrechner insgesamt.
Während der Ausführung der Experimente müssen einige Rechner aus den Listen ak-
tiver Rechenknoten entfernt werden, da sie, vor allem bei steigenden Temperaturen,
verstärkt sporadische Fehler produzieren, die sich mit hoher Wahrscheinlichkeit auf
defekten Hauptspeicher zurückführen lassen. Als Konsequenz müssen die Programme
um einige Plausibilitätschecks erweitert werden.
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3.3.5 Implementierung der Experimente
Die Implementierung der Experimente unterteilt sich in zwei Bereiche:

• Programme zum Durchführen der Berechnungen auf Polytopen und

• Hilfsprogramme zur Steuerung der parallelen Berechnungen.

Die Motivation für das Implementieren eigener Programme für den ersten Bereich ist
vor allem die erzielbare Effizient.

Die Suche eines Polytops mit ∆(d,n) > n−d

Das grundsätzliche Vorgehen ist am Beispiel der Ausgabe von polymake auf der
Seite 55 dargestellt:

• Erzeugen von n geometrisch gleichverteilten Knoten auf einer d-Einheitssphäre.

• Berechnen eines simplicial-Polytops.

• Bestimmen des Durchmessers des dualen Graphen.

polymake erzeugt für diese Punkte eine Liste aus sechs Schritten, für die jeweils der
Aufruf eines Polymake-Clients notwendig ist:

1. erzeugen von n geometrisch gleichverteilten Knoten auf einer d-Einheitssphäre
mittels rand sphere,

2. berechnen der konvexen Hülle mittels cdd ch client von K. Fukuda,

3. bestimmen der Knoten in den berechneten Facetten mittels incidence,

4. bestimmen der Ecken des Polytops zu den zugeordneten Knoten
mittels compress incidence,

5. berechnen des dualen Graphen zu den bestimmten Ecken mittels
t dual graph und

6. berechnen des Durchmessers des dualen Graphen mittels diameter.

Der Overhead zum Starten von polymake, der sich zusammensetzt aus dem La-
den der Regeldatenbank, bestehend aus mehreren Dateien, und dem Starten der sechs
Polymake-Clients, ist angesichts einer Gesamtlaufzeit eines einzelnen Experiments für
einen (6,12)-Polytop von unter zwei Sekunden, ist enorm. Dagegen ist der Overhead
für Einzelexperimente für (10,20)-Polytope mit einer Gesamtlaufzeit von knapp einer
Minute vernachlässigbar. Ein weiterer Punkt, der optimierbar ist, ist die Tatsache, dass
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polymake stets eine Datei mit der Polytopbeschreibung zum Austausch der Informa-
tionen zwischen den Polymake-Clients benötigt.
Zwei wichtige Punkte werden mit der Implementierung eines Polymake-Clients zur
Suche nach einem Polytop mit besonders großem Durchmesser verfolgt:

1. Ein im Speicher persistenter Prozess, der alle notwendigen Polymake-Clients in
einer Programmdatei vereint und damit die Programmladezeiten vermeidet.

2. Verzicht auf jeglichen I/O-traffic. Die Speicherung der Prozessinformationen
soll mit der Periodizität von einigen Minuten geschehen.

Das Schreiben des Clients führt dazu, dass das Polymake an einigen Stellen, spezi-
ell in den Makefiles, angepasst werden muss. In der Tabelle 3.9 ist ein Vergleich
der Laufzeiten des ”regulären Durchführen eines Experiments mit Polymake” und der
”optimierten Version” dargestellt. Für Polytope mit höherer Dimension als acht, ist der
Unterschied vernachlässigbar, so dass der optimierte Polymake-Client nicht verwendet
wird.
Die endgültige Version des eingesetzten Clients hat folgende Funktionen:

• Optimierte Suche eines Polytops mit großem Durchmesser.

• Suche mit der Standard-Vorgehensweise von Polymake nach einem Polytop mit
besonders großem Durchmesser. Dabei ist spezifizierbar, ob die Erzeugung eines
(d,n)-Polytops direkt oder durch Wedgen über alle Facetten eines (d−1,n−1)-
Polytops geschehen soll. Hier treten Ladezeiten der Polymake-Clients auf.

• Fähigkeit zur automatisierten Steuerung des Programms.

• Periodische Statusmeldungen per TCP/IP Netzwerkprotokoll an einen zentralen
Server.

• In Fällen von Hardwaredefekten oder gefundenen Gegenbeispielen zur Hirsch
Vermutung Meldung per eMail.

(d,n) polymake Optimierter Polymake-Client
(6,12) 1.62s 0.5s
(8,16) 8.76s 5.6s

Tabelle 3.9: Vergleich der Durchschnittslaufzeiten des Standard-Polymake-Aufrufs
zur Erzeugung und Durchmesserbestimmung und eines optimierten
Polymake-Clients. Die Experimente werden auf einem 1 GHz Rechner
durchgeführt.
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Erstellung von Statistiken für Polytope
Das Ziel ist die Erstellung einer möglichst großen Menge von kombinatorisch ver-
schiedenen Polytopen, wobei Statistiken über den Unterschied der Verteilungen der
kombinatorisch verschiedenen Polytope und geometrisch gleichverteilten Polytope ge-
sammelt werden sollten. Hierzu werden zwei Experimente durchgeführt, wobei das
erste Experiment signifikant verbessert werden kann.
Die natürliche Vorgehensweise beim Suchen nach kombinatorisch verschiedenen Po-
lytopen wäre das Testen eines neu erzeugten Polytops auf kombinatorische Äquivalenz
mit einer Menge aus schon gefundenen kombinatorisch verschiedenen Polytopen. Al-
lerdings ergibt sich ein Problem, falls viele Rechenknoten gleichzeitig ein neues Poly-
top der nummerierten Liste hinzufügen wollen. Geprüft müsste auch die Möglichkeit,
dass zwei verschiedene Rechenknoten ein kombinatorisch äquivalentes Polytop ge-
funden haben. Da der Aufbau der Programme möglichst einfach gehalten werden soll,
wird auf Bibliotheken zur netzwerkweiten Synchronisation verzichtet. Der Preis dafür
sind 10 Sekunden für ein Einfügen eines Polytops in eine bestehende Liste. Realisiert
wird ein mutex-Algorithmus auf der Basis von NFS (Network File System). Dabei
stellte sich heraus, dass nach einer Vorbereitenden Aufbauphase der Liste kombinato-
risch verschiedener Polytope durch einen einzigen Rechner, somit ohne Synchronisa-
tionsprobleme, bei der anschließenden parallelen Suche, keine Situation mit unnötigen
Wartepausen auftritt. Auch in einer ungünstigen Situation, also bei einer leeren oder
kleinen Liste bekannter kombinatorisch verschiedener Polytope, findet das parallele
Einfügen fast immer jede 10 Sekunden statt, also die minimale Zeit, die sicher zur
Synchronisation aller netzwerkweiter Rechenknoten per NFS ausreicht.
Zur Synchronisation verwendet der NFS mutex-Algorithmus die globale Datei lock,
deren Größe die Anzahl schreibender Rechenknoten anzeigt, die zwar den kritischen
Bereich schon betreten haben, aufgrund der Verteiltheit und der Laufzeiten des Sys-
tems aber den blockierten Status (lock > 0) erst zu spät erfahren haben. Falls dies
der Fall ist (lock > 1), wird eine zufällige Anzahl von Sekunden gewartet und der
Versucht wiederholt. Wie bereits dargestellt, kommt diese Situation selten vor. Wich-
tig dabei ist, falls ein neues Polytop in die Liste eingefügt wird, müssten die restlichen
wartenden Rechenknoten ihre Polytope auf Äquivalenz zu diesem neuen Polytop tes-
ten.
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Algorithmus 3.3.1. NFS-mutex

Eingabe: Polytop P
Ausgabe: Erfolg / Fehler

1: try counter:=6
2: Solange try counter > 0 erledige
3: Solange try counter > 0 && lock > 0 erledige
4: warte (10+x) Sekunden, x ∈ [0,1, . . . ,15]
5: try counter - -
6: Falls jemand Anderer bereits ein neues Polytop eingefügt hat dann
7: return FEHLER: Führe fehlende(n) Vergleich(e) durch

8: lock++
9: warte 10 Sekunden

10: Falls lock == 1 dann
11: Falls jemand Anderer bereits ein neues Polytop eingefügt hat dann
12: return FEHLER: Führe fehlende(n) Vergleich(e) durch
13: Sonst
14: Füge das Polytop P der Liste hinzu
15: lock:=0
16: return: ERFOLG
17: lock=0
18: Falls jemand Anderer bereits ein neues Polytop eingefügt hat dann
19: return FEHLER: Führe fehlende(n) Vergleich(e) durch

20: warte (1+x) Sekunden, x ∈ [0,1, . . . ,20]
21: Falls jemand Anderer bereits ein neues Polytop eingefügt hat dann
22: return FEHLER: Führe fehlende(n) Vergleich(e) durch

23: return FEHLER
Eine Verbesserung der ersten Methode, bei der jedes erzeugte Polytop mit allen Po-
lytopen in der bestehenden Liste kombinatorisch verschiedener Polytope verglichen
werden muss, kann mit der Idee von McKay, die er beim Bestimmen einer Ramsey-
Zahl verwendet, erzielt werden. Das Erzeugen einer kanonischen Darstellung eines
Graphen, repräsentiert durch eine einzige Zeile in einer Datei, ermöglicht den Isomor-
phietest, wie im Abschnitt über Nauty/Dreadnaut bereits beschrieben ist, mittels Sys-
temwerkzeugen wie sort und uniq. Vorbereitend auf den Test ist natürlich der Auf-
wand der Berechnung der kanonischen Darstellung, der verteilt und parallel verläuft,
notwendig. Es ist allerdings, wie man der Tabelle 3.10 entnehmen kann, kein wirkli-
cher Mehraufwand und tritt deutlich hinter dem Aufwand zur Berechnung der konve-
xen Hülle zurück. Die Größe des durchsuchten Raums ist, im Gegensatz zur ersten
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(d,n) nauty

(6,12) 0.01s
(8,16) 0.02s

(10,20) 0.36s

Tabelle 3.10: Vergleich der Durchschnittslaufzeiten für die Bestimmung einer kano-
nischen Darstellung eines zu einem Polytop gehörenden Graphen. Die
Experimente werden auf einem 1 GHz Rechner durchgeführt.

Methode, wenig abhängig von der Größe der Liste bereits bekannter kombinatorisch
verschiedener Polytope. Das Sortieren und Bestimmen kombinatorisch verschiedener
Polytope aus den neuen akkumulierten kanonischen Darstellungen, die z.B. 180 Com-
puter während eines Tages berechnen, benötigt auf einem 1 GHz Rechner zwischen 10
und 30 Minuten und ist gegenüber dem Aufwand des Erzeugens von Polytopen, dem
Berechnen der Konvexen Hüllen und dem Bestimmen der kanonischen Darstellungen,
vernachlässigbar.
Vor allem bei vielen kombinatorisch verschiedenen Polytopen hat diese Methode einen
linearen Aufwand in der Anzahl der erzeugten Polytope. Dagegen weist die erste Me-
thode einen quadratischen Aufwand in der Größe der Liste der bekannten kombinato-
risch verschiedenen Polytopen auf.

Hilfsprogramme zur Parallelisierung
Die einzelnen Experimente sind so konzipiert, dass sie eine automatisierte Steuerung
und zentrales Sammeln von Statusinformationen erlauben. Ein zentraler scheduler
übernimmt das Verteilen und das Starten und Stoppen der Prozesse. Um schnell einen
Überblick über die laufenden Berechnungen und die Auslastung der einzelnen Re-
chenknoten bekommen zu können, senden alle Clients mit der Periodizität von einer
Minute Statusinformationen an einen zentralen Server. In der folgenden Liste sind die
wichtigsten Hilfsprogramme, sowie ihr Verwendungszweck zusammengefasst:

• scheduler, scheduler statistics, 2scheduler statistics - Zen-
trale Steuerprozesse zur Überwachung der Experimente. Sie Reduzieren die Auf-
sicht über die Experimente auf ein allmorgendliches Lesen einer Statusmail. Auf
den Rechnern des PC2-Clusters wird der PC2 eigene Scheduler sccs zum Vertei-
len verwendet.

• start machine - Falls noch kein Experiment auf dem lokalen Computer
läuft, wird er gestartet.

• stop machine - Stoppt alle Prozesse auf dem lokalen Computer, wobei zu-
erst mit ”kill -s HUP $pid” dem Prozess signalisiert wird, dass er sich
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ordnungsgemäß beenden soll. Nach einer Wartezeit von drei Minuten wird dann
der Speicher aller Prozesse des Experiments freigegeben.

• start pool pcs, start staff pcs - Startet das Verteilte Rechnen auf
den Pool- und Mitarbeiterrechnern.

• stop pool pcs, stop staff pcs - Stoppt die verteilten Prozesse.

• send report, monitor - Programme zum Austausch von Statusinformatio-
nen über TCP/IP.

Weitere Informationen zu den eingesetzten Programmen befinden sich auf der beige-
legten DVD.

3.4 Ergebnisse der Experimente
Die Experimente werden über einen Gesamtzeitraum von über vier Monaten durch-
geführt. Dabei werden anfänglich über 200 und zum Schluss rund 180 Computer des
universitären Netzwerks verwendet. Auch ein Teil der Computer des PC2-Clusters
wird für das Satistikexperiment eingesetzt.

3.4.1 Vorbereitende Experimente
Da die effiziente Nutzung der Rechenressourcen wichtig ist, wird neben der regulären
Erzeugung eines (d,n)-Polytops durch Polymake die Erzeugung eines (d− 1,n− 1)-
Polytops mit anschließendem Wedging auf Laufzeit untersucht. Es stellt sich heraus,
dass die zweite Methode schneller ist, da der Aufwand zur Bestimmung der konvexen
Hülle ausschlaggebend ist.
Wie man der Tabelle 3.11 entnehmen kann, unterscheiden sich die durch Wedging er-
zeugten Polytope von den geometrisch gleichverteilten. Das Ziel beim Erzeugen von
Polytopen für das Experiment zum Finden eines Gegenbeispiels zur d-step conjec-
ture ist es, der Verteilung der kombinatorisch verschiedenen Polytope möglichst nahe
zu kommen. Aus diesem Grund werden bei den Experimenten zunächst Polytope nur
geometrisch gleichverteilt erzeugt. Die Option zum Erzeugen geometrisch gleichver-
teilter Polytope mit anschließendem Wedging wird mitimplementiert. Ein nachträgli-
cher Vergleich mit kombinatorisch gleichverteilten Polytopen zeigt, dass ihr Erwar-
tungswert für die Anzahl der Ecken höher ist, als bei den geometrisch gleichverteilten
Polytopen. Damit erweist sich die anfängliche Entscheidung, Polytope zunächst nur
geometrisch gleichverteilt zu erzeugen, als richtig.
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Methode der Erzeugung |V |
(6,12) direkt 82
(6,12) wedging 72
(7,14) direkt 186
(7,14) wedging 167
(8,16) direkt 428
(8,16) wedging 381
(9,18) direkt 993
(9,18) wedging 859
(10,20) direkt 2287
(10,20) wedging 1973
(12,24) direkt 12507
(12,24) wedging 10625

Tabelle 3.11: Vergleich der Durchschnittskardinalitäten der Eckenmengen der geome-
trisch gleichverteilt erzeugten einfachen (d,2d)-Polytope und der Durch-
schnittskardinalitäten der Eckenmengen nach dem Wedgen von geome-
trisch gleichverteilt erzeugten einfachen (d−1,2d−1)-Polytope.

3.4.2 Die Suche nach einem Gegenbeispiel zur
d-step conjecture

Die Suche nach einem Polytop mit einem besonders langem kürzesten Pfad wird par-
allel für (6,12)-, (8,16)-, (10,20)- und (12,24)-Polytope durchgeführt.

(d,n) Anteil
(6,12) 40%
(8,16) 40%

(10,20) 20%
(12,24) 1 × 3GHz CPU

Tabelle 3.12: Verteilung der gesamten Rechenleistung auf Teilexperimente.

In der Tabelle 3.12 ist die Verteilung der Rechenressourcen dargestellt. Es wird nach
den akkumulierten Prozessorfrequenzen partitioniert. Im Laufe der Experimente wird
das Protokollieren von Informationen auf das Mitführen der Eckenzahlen der unter-
suchten Polytope beschränkt, da sonst die großen Datenmengen die bereitgestellten
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Kapazitäten schnell überschreiten würden.
Das Experiment verbrauchte das Äquivalent von 31 Jahren der Rechenzeit einer 1
GHz Maschine, was der Rechenzeit von zwei Monaten der 180 eingesetzten Compu-
ter entspricht. Da das Experiment nicht 24 Stunden am Tag läuft und weiterhin die
Rechenzeit mit Prozessen anderer Benutzer teilen geteilt werden muss, wird die Ge-
samtrechenzeit in vier Monaten realisiert.
Es werden keine Polytope gefunden, die die d-step conjecture widerlegen.

Abbildung 3.13: Verteilung der Eckenzahl der geometrisch gleichverteilt erzeugten
einfachen (6,12)-Polytope. Insgesamt werden 661.762.326 Polytope
generiert.

In den Abbildungen, dargestellt auf den Seiten 66 bis 69, sind Häufigkeiten gefundener
Polytope, abhängig von ihrer Eckenzahl und die normierte Verteilung der Eckenzahl
für (6,12)-, (8,16)-, (10,20)- und (12,24)-Polytope dargestellt. Wenn man von der
Existenz eines Gegenbeispiels zur d-step conjecture ausgeht, so stellt sich die Fra-
ge, wieso dieses nicht gefunden wird. Klee u. Kleinschmidt vermuten, dass es min-
destens 109 kombinatorisch verschiedene einfache (6,12)-Polytope gibt. Goodman u.
Pollack zeigen 1995a, dass es höchstens 12e504 (6,12)-Polytope geben kann. In dem
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Abbildung 3.14: Verteilung der Eckenzahl der geometrisch gleichverteilt erzeugten
einfachen (8,16)-Polytope. Insgesamt werden 28.216.514 Polytope
generiert.

Versuch werden insgesamt 0.6×109 einfache (6,12)-Polytope erzeugt, von denen sehr
wahrscheinlich die meisten kombinatorisch unterschiedlich sind (Ergebnis des zwei-
ten Experiments). Interessant ist hier der Unterschied der Verteilung der geometrisch
gleichverteilt erzeugter Polytope und der Verteilung der kombinatorisch gleichverteil-
ten Polytope hinsichtlich der Eckenzahl und der Facettengrade.
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Abbildung 3.15: Verteilung der Eckenzahl der geometrisch gleichverteilt erzeugten
einfachen (10,20)-Polytope. Insgesamt werden 8.256.499 Polytope
generiert.
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Abbildung 3.16: Verteilung der Eckenzahl der geometrisch gleichverteilt erzeugten
einfachen (12,24)-Polytope. Insgesamt werden 29.616 Polytope ge-
neriert.
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3.4.3 Statistiken für Polytope
Für die Suche nach einem Gegenbeispiel zur Hirsch-Vermutung wäre im Hinblick
auf die Wette von Klee, dass spätestens ab Dimension 12 ”die meisten” Polytope ein
Gegenbeispiel zur Hirsch-Vermutung sind, das kombinatorisch gleichverteilte Erzeu-
gen von Polytopen wünschenswert. Allerdings ist heute dafür keine Methode bekannt,
so dass auf das geometrisch gleichverteilte Erzeugen von Polytopen zurückgegriffen
wird. Die Suche nach den Unterschieden der Verteilungen für Eckenzahlen und Fa-
cettengrade für Polytope, die geometrisch gleichverteilt von Polymake erzeugt werden
sowie für kombinatorisch verschiedene Polytope, ist speziell für den Fall der einfachen
(4,9)-Polytope interessant. Altschuler u. a. nummerieren alle 1142 simplicial (4,9)-
Polytope. Für (4,9)-, (5,9)-, (5,10)-, (6,10)-, (6,11)- und (6,12)-Polytope werden
mindestens 3×106 geometrisch gleichverteilte Polytope erzeugt und aus diesen Men-
gen kombinatorisch verschiedene Polytope bestimmt.

(d,n) Anzahl erzeugter Polytope kombinatorisch verschieden
(4,9) 3.001.444 1100
(5,9) 3.029.228 327

(5,10) 3.106.735 123.579
(6,10) 3.031.044 5511
(6,11) 3.290.909 1.719.544
(6,12) 3.654.508 3.591.963

Tabelle 3.17: Statistik geometrisch gleichverteilt erzeugter Polytope.

In der Tabelle 3.17 sind die Zahlen erzeugter einfacher Polytope und dabei gefundener
kombinatorisch verschiedener Polytope zusammengefasst.
Für den Fall der einfachen (4,9)-Polytope kann man feststellen, dass beim geometrisch
gleichverteiltem Erzeugen 1100 von 1142 oder 96% der einfachen (4,9)-Polytope
gefunden worden sind. In Abbildung 3.18 ist die Rate der Erzeugung kombinato-
risch verschiedener Polytope mittels geometrisch gleichverteilter Erzeugung darge-
stellt. Im Vergleich dazu ist der Funktionsverlauf eingezeichnet, der beim kombinato-
risch gleichverteilten Erzeugen hätte angenommen werden müssen. Der Erwartungs-
wert wäre bei kombinatorisch gleichverteiltem Erzeugen nach N-maligem Würfeln:
(1142(1− (1− 1

1142)N)). Die Abweichung ist auf das geometrisch gleichverteilte Er-
zeugen statt des kombinatorisch gleichverteilten Erzeugen zurückzuführen.
Interessant ist weiterhin, dass für eine gegebene Dimension d und Facettenzahl n beim
Übergang zur Dimension d+1 die Zahl der Polytope abnimmt. Dies tritt bei den Fällen
der (4,9)- und (5,9)-Polytope und (5,10)- und (6,10)-Polytope auf.
98% der generierten einfachen (6,12)-Polytope sind kombinatorisch verschieden. Das
lässt die Schlussfolgerung zu, dass beim ersten Experiment der Großteil der 0.66×109
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Abbildung 3.18: Statistik zur Erzeugung kombinatorisch verschiedener Polytope mit
Hilfe geometrisch gleichverteilter Erzeugung von Polytopen. Die
blaue Kurve symbolisiert den Fall kombinatorisch gleichverteilter Er-
zeugung (1142(1− (1− 1

1142)x)).

erzeugten einfachen (6,12)-Polytope ebenfalls kombinatorisch verschieden sind. Für
(8,16)-, (10,20)- und (12,24)-Polytope gilt diese Vermutung ebenfalls.
In der Abbildung 3.19 ist die Verteilung der Eckenzahl für den kombinatorisch gleich-
verteilten Fall der einfachen (4,9)-Polytope und für den geometrisch gleichverteilten
Fall der einfachen (4,9)-Polytope dargestellt. 42 von 1142 kombinatorisch verschiede-
ne einfache (4,9)-Polytope fehlen, aber die Verteilung der Eckenzahl wird sich nicht
wesentlich von der Verteilung der Eckenzahl unterschieden, wenn man alle 1142 kom-
binatorisch verschiedene einfache (4,9)-Polytope gefunden hätte.
Der Erwartungswert für geometrisch gleichverteilte Polytope liegt bei 21,5 Knoten,
wogegen der Erwartungswert für kombinatorisch verschiedene Polytope bei 22,8 Kno-
ten liegt.
Wenn man nach Polytopen sucht, die bei geometrisch gleichverteiltem Erzeugen nicht,
oder im Vergleich zu kombinatorisch gleichverteiltem Fall mit einer viel kleineren
Wahrscheinlichkeit erzeugt werden, so sind es Polytope mit wenigen Ecken (17 und
18) und vor allem Polytope mit besonders vielen Ecken (24, 25, 26 und 27).
In der Abbildung 3.20 sind die Verteilungen der Polytope bezüglich der Tupel mit
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Eckenzahl geometrisch gleichverteilt kombinatorisch gleichverteilt
17 49 0% 5 0,45%
18 2803 0,09% 21 1,91%
19 53109 1,77% 45 4,09%
20 476522 15,88% 82 7,45%
21 985027 32,82% 127 11,55%
22 907416 30,23% 168 15,27%
23 439608 14,65% 208 18,91%
24 117646 3,92% 206 18,73%
25 17692 0,59% 157 14,27%
26 1516 0,05% 67 6,09%
27 56 0% 14 1,27%

∑ 3001444 100% 1100 100%

Abbildung 3.19: Normierte Verteilungen der Eckenzahlen der geometrisch gleichver-
teilt erzeugten 3.001.444 einfachen (4,9)-Polytope und der kombina-
torisch verschiedenen einfachen (4,9)-Polytope.
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Facettengrad geometrisch gleichverteilt kombinatorisch gleichverteilt
(minGrad,maxGrad) gefunden Anteil gefunden Anteil

(4,7) 4051 0,13% 1 0,09%
(5,7) 97679 3,25% 1 0,09%
(6,7) 462846 15,42% 4 0,36%
(4,8) 66397 2,21% 234 21,29%
(5,8) 1068488 35,59% 319 28,93%
(6,8) 1212036 40,38% 357 32,48%
(7,8) 89891 2,99% 170 15,46%
(8,8) 56 0% 14 1,27%

∑ 3.001.444 100% 1100 100%

Abbildung 3.20: Vergleich der normierten Verteilungen der Facettengrade der
3.001.444 geometrisch gleichverteilt erzeugten einfachen (4,9)-
Polytope und der kombinatorisch verschiedenen einfachen (4,9)-
Polytope in grafischer und tabellarischer Form.
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minimalem und maximalem Facettengrad gegenübergestellt. Auffallend ist, dass es
sehr wenige kombinatorisch verschiedene Polytope gibt, die keine großen Facetten
haben.
Wenn man bei diesem Vergleich der Verteilungen nach Fällen sucht, die von der geo-
metrisch verteilten Erzeugung nicht, oder im Vergleich zur kombinatorischen Vertei-
lung mit einer geringen Wahrscheinlichkeit erzeugt werden, so sind es Polytope mit
besonders großem Abstand zwischen dem minimalem und maximalem Facettengrad (
(4,8) ) oder Polytope mit besonders großen Facetten ( (7,8) und (8,8) ).
Insgesamt kann man aus der Abbildung 3.19 und Abbildung 3.20 den Schluss ziehen,
dass Polytope mit besonders großen und kleinen Facetten oder nur großen Facetten,
wobei die Eckenzahl besonders klein oder groß ist, von der geometrisch gleichverteil-
ten Erzeugung mit kleiner Wahrscheinlichkeit berücksichtigt werden.
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3.5 Schlussfolgerung und Ausblick
Ein Versuch, die Vermutung von Hirsch zu widerlegen, ist nicht gelungen. Trotz großer
Rechenleistung parallelgeschalteter Computer kann nur ein kleiner Teilraum der Po-
lytope untersucht werden. Zudem lässt es sich wegen ungünstiger (nämlich geome-
trischer statt kombinatorischer) Verteilung oft nicht vermeiden, dass dieser Teilraum
höchst redundant durchsucht wird.
Der Raum der (6,12)-Polytope ist der kleinste untersuchte Raum. Alon bestimmt die
Größe des Raums auf höchstens 12e509 Polytope. Es ist heute noch nicht bekannt,
ob Polytope sich effizient aufzählen lassen. Aus diesem Grund werden bei den Ex-
perimenten Polytope zufällig erzeugt. Während der Versuche werden zum Beispiel
0.66× 109 einfache (6,12)-Polytope erzeugt, von denen, wie das zweite Experiment
zeigt, mit hoher Wahrscheinlichkeit der größte Teil kombinatorisch unterschiedlich ist.
Wie aus den erstellten Statistiken hervorgeht, unterscheiden sich aber die Verteilungen
der geometrisch gleichverteilter Polytope, erzeugt von Polymake, und der kombinato-
risch gleichverteilten Polytope, insofern, dass Polytope mit nur großen Facetten oder
Polytope mit besonders großen und kleinen Facetten mit einer geringen Häufigkeit er-
zeugt werden. Um der kombinatorischen Gleichverteilung näher zu kommen müsste
man bei der geometrisch gleichverteilten Erzeugung besonders große und kleine Fa-
cetten bevorzugen.
In der Vorbereitungsphase der Experimente wird die Möglichkeit angedacht, Polyto-
pe mit Hilfe von Chirotopen zu erzeugen. Dazu zeigt 1996 Richter-Gebert, dass es
NP-schwer ist, zu entscheiden, ob ein zufälliger Chirotop geometrisch ist. 2000 be-
schreiben Fischi u. Fukuda eine Methode, mit der man Chirotope aufzählen kann. Je-
doch bleibt die Frage bestehen, inwieweit die Verteilung der Polytope, die mit Hilfe
von Chirotopen erzeugt werden, mit der kombinatorischen Verteilung übereinstimmt.
Die Umsetzung dieser Idee wird aber nach einer längerer Suche im Hinblick auf ein
geeignetes Programmpaket verworfen.
Erst kürzlich bin ich auf einen Artikel aufmerksam geworden, der diese Idee aufgreift
und versucht, sie rechnerisch umzusetzen. In dem Vortrag: Realizability Problems for
Convex Polytopes (and Relatives), beschreibt Bremner von der T.U. München / U.
Brunswick seinen Ansatz, Polytope mit langen Pfaden mit Hilfe von Chirotopen zu
konstruieren, wobei er zur Parallelisierung das ZRAM-Programmpaket von Marzetta,
das im Abschnitt 1.2 vorgestellt wird, benutzt. Die Suche nach einem Gegenbeispiel
zur Vermutung von Hirsch könnte mit dem Ansatz von Bremner fortgeführt werden.
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