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Vorbemerkung

Der Artikel "ON FASTER INTEGER CALCULATIONS USING NON-ARITHMETIC PRIMITI-
VES” von Katharina Liirwer-Briiggemeier und Martin Ziegler bildet die Hauptgrundlage
fiir diese Studienarbeit. Insbesondere die in Abschnitt 4 des Artikels aufgeworfenen Fragen
sind Gegenstand dieser Arbeit.
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1 Einleitung

In der modernen Welt existieren viele Problemstellungen, die sich durch eine Auswertung
von einem oder mehreren Polynomen l6sen lassen. Als Beispiele seien hier die Reed-
Solomon Codes und die Spline-Interpolation genannt.

Um Polynome auszuwerten, sind etliche Methoden erdacht worden. Eine triviale Mog-
lichkeit wire es, jeden einzelnen Koeffizient mit seiner dazugehorigen Potenz von z zu
multiplizieren und anschliefend die Zwischenergebnisse zu addieren. Das erfordert aber
die Speicherung der Zwischenergebnisse. Zudem héngt die Anzahl der Zwischenergebnisse
vom Grad d des Polynoms ab: je hoher der Grad ist, desto mehr Ergebnisse miissen ge-
speichert werden. Auch werden die Potenzen von x wiederholt berechnet. Diese Nachteile
lassen sich mit dem Horner-Schema umgehen. Dort findet eine geschickte Reihenfolge von
Multiplikationen und Additionen statt, siehe dazu Abschnitt 3.2.

Eine weitere Moglichkeit ist der Algorithmus von Bshouty. Mit diesem lassen sich ganzzah-
lige Polynome beliebigen Grades mit konstant vielen Operationen auswerten. Im Voraus
muss allerdings das Intervall festgelegt werden, in dem die Auswertungen stattfinden sol-
len. Der Definitionsbereich muss also vorher festgelegt worden sein.

Da bei Bshoutys Algorithmus die Polynomauswertung mit konstant viele Operationen
moglich ist, besitzt das Verfahren auch eine konstante Laufzeit, sofern die Grofe der in
den einzelnen Zwischenschritten erzeugten Ergebnisse keine Rolle spielt. Das ist aber mit
den heutigen Computern nur beschrinkt umsetzbar. Denn dort steht nur eine endliche
Rechengenauigkeit zur Verfiigung. Mit den neueren Prozessorgenerationen, die den 286-6/4
Befehlssatz unterstiitzen, ist die Rechengenauigkeit von 32Bit auf 64Bit zwar vergrofert
worden.

Doch reicht das aus, um Bshouty auf diesem Prozessoren praxisnah einzusetzen? Sind an-
dere Verfahren wie Horner-Schema oder Look-up Tabellen Bshoutys Algorithmus unter.-
oder iiberlegen oder gar gleichwertig? Das fiihrt zur der Fragestellung, die in dieser Stu-
dienarbeit beantwortet wird:

Ist Bshoutys Algorithmus mittlerweile praktikabel einsetzbar?



2 Aufgabenstellung

Um die Praxistauglichkeit von Bshoutys Algorithmus zu ermitteln, werden die folgenden
Methoden zur Auswertung ganzzahliger Polynome als Referenz herangezogen:

e Bshoutys Algorithmus
e Horner-Schema

e Look-up Tabellen

Die Leistungsfahigkeit der verschiedenen Verfahren werden an Hand von Tests bestimmt.
Im einzelnen sind das:

1. Messung der Laufzeit bei einem fest vorgegebenen Polynom P

2. Messung der Laufzeit der Einzeloperationen bei Bshoutys Algorithmus

3. Messung der Laufzeit bei steigendem Grad d eines Polynoms P

4. Bestimmung des Einflusses der Auswertung an konstanten bzw. variablen Stellen
5. Bestimmung des Einflusses des Prozessor Caches

6. Bestimmung des Einflusses der Prozessor Architektur

Bei Punkt 1 wird die Laufzeit gemessen, die die jeweiligen Verfahren bei der Auswertung
bei einem festen Polynom P benétigen. Bei Punkt 2 wird untersucht, ob es einen Befehl
gibt, der Bshoutys Algorithmus in seiner Ausfiihrung verzogert. Punkt 3 beschéftigt sich
mit der Frage, ob Bshoutys Algorithmus tatséchlich konstant ist und wie die anderen
Verfahren auf den steigenden Grad des Polynoms P reagieren.

Ist es relevant, ob wiederholt an derselben Stelle das Polynom ausgewertet wird? Oder
ist es egal, wenn die Auswertestelle variiert? Diesen Fragen geht Punkt 4 nach. Welche
Bedeutung hat der Prozessor Cache auf die Algorithmen? Diese Frage soll Punkt 5 kléren.
Zum Schluss wird getestet, inwieweit die PC Architektur die Laufzeit der Algorithmen
beeinflusst.

Um die Tests durchzufiihren, ist ein geeignetes Programm erforderlich. Dieses zu erstellen,
war ebenfalls Bestandteil der Aufgabe. Der Abschnitt 4 auf Seite 10 geht ndher auf die
Aspekte der Realisierung ein.

3 Algorithmen zur Polynomauswertung

In diesem Abschnitt wird die Funktionsweise der Algorithmen vorgestellt. Gegeben sei:

P = Zplxz (1)



mit:

;i € NZO (2)

Wie in der Einleitung auf Seite 5 geschildert, gilt es noch den Definitionsbereich X vorher
anzugeben:

X eN (3)

Weiter muss gelten:

ref0,1,..., X} (4)

3.1 Bshoutys Algorithmus

Bei Bshoutys Algorithmus muss der Wert Z vorberechnet werden:

Z>max {X%xp, (X'+1)x X} (5)
mit
d
pi=>_pi (6)
=0

Zusétzlich muss man noch P(Z) berechnen. Dann ldsst sich das Polynom P an der Stelle
T auswerten:

o Zd+1
Las |22
2. b=axP(Z)

e= |zl

4. result = cmod Z

w

Durch Vorberechnung von Z, Z%!, Z4 und P(Z) ist die Laufzeit von Bshoutys Algorith-
mus konstant.



3.1.1 Funktionsweise

Die Korrektheit ist im eingangs erwidhntem Artikel enthalten [LBZ07] und wird hier skiz-
ziert. Schritt 1 berechnet:
Zd+1
7
e )

-z gii/Z))J ®)

= {Zd*

1
g <x/Z>J ©)

Da Z > =z ist, kann man mittels der Geometrische Reihe den Ausdruck in der Klammern
ersetzen durch:

=0 i=d+1

Nach Ausklammern von 24! und (Z4*1)~! in der zweiten Summe erhélt man:

d+1

(@) (5 m

Da Z > «x ist, kann man mittels der Geometrische Reihe die zweite Summe ersetzen

durch:
232 () (k)

(2

- {Zd* ido <%>+ (Zxdjlx)J (14)

d+1
= |20+ 2+ 272 4 Za ety (Zx—x) 1
eN —
<1

Da Z > (¢ +1)x2 & Z —x > 21 ist, ist der Ausdruck in der Klammer kleiner 1.
Dadurch dass die Summe abgerundet wird, trigt der Ausdruck in der Klammer nicht
mehr zu der Summe mit bei. Es gilt somit:



Zd+1
LZ —x

J =20+ 7% e+ 22 e Z2 T (16)

Die Koeffizienten 2° der Summe in Gleichung 16 kann man als Stellen einer Z-adischen
Zahl auffassen. Die Koeffizienten des Polynoms P kann man ebenso als Stellen einer Z-
adischen Zahl interpretieren:

Z%a+ Z  pa1 + 29 pao+ -+ Zp1 + po (17)

Auf diese Weise erhilt man:

P(Z) = 2%+ Z% 'pa1+ Z9 2 pga + -+ Zp1 + po (18)

Multipliziert man diese beiden Summen - wie in Schritt 2. durchgefiihrt wird -, so erhélt
man eine Z-adische Zahl mit Z?¢ Stellen. Die Abbildung 1 veranschaulicht Schritt 2. Dabei
steht an Stelle Z¢ das Ergebnis P(x). Um an dieses zu gelangen, geniigt es, dass Produkt
durch Z¢ zu dividieren (Schritt 3) und die vorderen Stellen mit der Modulo-Operation
abzuschneiden (Schritt 4).

d d—1 2 1 0 d d—1 d—2 1 0
AR " 7 7 VAR AR A /Z 7
2 d-1| _d
Pa|Pi-1 - P2 P1] Po * 1| x| x° | ... x T x
-
P(2) a
2d 1 0
Z A 7’ Z Z
2 d d—1
Potpix+p,x +.. poX +px + d d—1 d
paxl .. N R 2 ! +
‘ +pd—1xd 1+pdxd=P(Z) pOJCW2 PiX T PoX Po¥

L3
\ b
c |
result \\
P(x) an Stelle A

Abbildung 1: Bshoutys Algorithmus: Schritte 2,3 und 4 veranschaulicht



3.2 Horner-Schema

Mit dem Horner-Schema wertet man das Polynom P wie folgt aus:

d
> piat = (((pa 2+ paca) £ 2+ pass) # 4. ) k2 + o (19)
=0

Zuerst multipliziert man p; mit x, addiert dazu dann p; ;. Das Ergebnis multipliziert
man wieder mit x und addiert diesmal py_ dazu. Sukzessiv fahrt man auf diese Art fort
bis zu dem letzten Koeffizienten py.

Zu beachten ist, dass die Anzahl der Multiplikationen und Additionen von der Grofse des
Grads d abhéngt. Hat das Polynom Grad d, miissen auch genau d Multiplikationen und

Additionen durchgefiihrt werden. Die Laufzeit hdngt also linear vom Grad des Polynoms
ab.

3.3 Look-up Tabellen

Bei Look-up Tabellen werden sdmtliche Ergebnisse im vorher festgelegten Definitionsbe-
reich X vorberechnet. Bei der Auswertung des Polynoms P an der Stelle z wird dann
einfach bei dem entsprechenden Eintrag nachgesehen. Der dort gefundene Wert wird zu-
riickgegeben. Die Laufzeit ist somit konstant. Die Vorberechnung geht dabei nicht in die
Betrachtung der Leistungsfihigkeit der Look-up Tabellen mit ein.

4 Implementierung des Benchmarks

Der zweite Schritt von Bshoutys Algorithmus fiihrt eine Multiplikation mit beliebig grofer
Genauigkeit durch, d.h. die Groke des Produktes kann sich mit unter verdoppeln: Bei
einer Multiplikation mit zwei 64Bit grofen Faktoren kann das Produkt bis zu 128Bit
grofs werden. Umgekehrt verhélt es sich bei der Division - wie in Schritt 1: Ist hier der
Dividend 128Bit grofs und wird durch einen 64Bit grofsen Divisor geteilt, so wird der
Quotient maximal 64Bit grof.

Genau diese Art der arithmetischen Operationen werden von den Prozessoren mit dem
Befehlssatz 86 6/ angeboten. Diese bieten die Moglichkeit, mit nur einem Befehl Mul-
tiplikation und Division mit bis zu 128Bit Genauigkeit durchzufiihren [AMDO07]. Diese
Befehle sind aber nicht aus Hochsprachen wie C/C++ direkt aufrufbar.

Aus diesem Grund erfolgt die Implementierung in Assembler. Ware aber das Benchmark
komplett in Assembler geschrieben, hétte sich nur der Entwicklung des Benchmarks ver-
zogert. Sowohl die Fehleranfilligkeit als auch die Wartbarkeit hitten sich drastisch erhoht.
Daher sind unwesentliche Teile, wie die Benutzereingabe, in C geschrieben. Der relevante
Teil erfolgt aber in Assembler. Somit besteht der Benchmark im wesentlichen aus C mit
Inline-Assembler.

Mit der GNU-Compiler-Collection (GCC) lassen sich Assembler Sequenzen direkt im
C/C++-Quellcode einbetten. Dafiir existiert ein eigenes Sprachkonstrukt ” asm 7~
mit folgender Struktur:
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__asm___ ( "Assembler Befehle”

: Ausgabe (optional)

: Eingabe (optional)

: Liste von “clobbered” Registern (optional)

);

Fiir weitere Informationen iiber Inline-Assember mit dem gcc, sei hier auf das ”GCC-
Inline-Assembly-HOWTO” verwiesen [GCC|. Konkrete Anwendungen sind aber auch hier
zu sehen. Sie befinden sich im folgenden Abschnitt 5.

5 Implementierung der Algorithmen

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Implementierungen der Algorithmen vor-
gestellt. Hier ist zu beachten, dass die gezeigten Assembler Befehle ausschlieflich fiir eine
64Bit Umgebung geeignet sind. Es ist allerdings ohne viel Aufwand moglich, diese 64Bit
Befehle auf eine 32Bit Umgebung zu portieren. Dazu muss das Suffix ¢’ am Ende der
64Bit Befehle durch das Suffix ’[” ersetzt werden. Das Préfix 'r’ in den Register-Namen
muss durch das Prifix e’ ersetzt werden. So wird zum Beispiel aus dem 64Bit Befehl
"divg %rsi” der 32Bit Befehl " divl %esi”.

5.1 Datenstruktur

Um das Polynom und die verschiedenen vorberechneten Werte effizient abzuspeichern,
habe ich folgende Datenstruktur eingesetzt:

1 struct polynom

2 {

3 unsigned long x; // Auswertstelle x

4 unsigned long X; // Definitionsbereich

5 unsigned long d; // Grad des Polynoms

6 unsigned long Z; // <= Z

7 unsigned long pZ; // <= P(Z)

8 unsigned long ZmQO; // <=7 -1

9 unsigned long Zdp low; // untere 64 Bits von Z”(d+1)
10 unsigned long Zdp high; // obere 64 Bits von Z”(d+1)
11 unsigned int zd; // <= d*log2(Z)
12 unsigned long Zmx; // <=7 - X
13 int overflow; // Flag
14 unsigned long *A; // Koeffizienten p i
15 unsigned long *Table; // Werte der Look-up Tabelle

16 } ;

Abbildung 2: Datenstruktur zur Speicherung des Polynoms
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Die meisten Eintridge sind durch die Kommentare bereits gekennzeichnet, nur die Werte
zd, ZmQO und over flow sind noch unerklirt. zd und ZmQO werden im Abschnitt 5.2
erklirt. over flow kennzeichnet den Uberlauf bei P(Z). Falls der Wert P(Z) die 64Bit
Grenze tiberschreitet, wird over flow gesetzt. Auch falls d * log,(Z) > 64, wird over flow
gesetzt. Ist over flow gesetzt, so wird Bshoutys Algorithmus nicht durchgefiihrt, da das
Ergebnis mit Sicherheit falsch ist. Ansonsten hat over flow keinen Einfluss auf Bshoutys
Algorithmus.

5.2 Bshouty

Die Implementierung von Bshoutys Algorithmus beinhaltet noch die Modifikation, dass
Z zur néchst groferen 2er-Potenz aufgerundet wird. Es gilt somit:

Z>max {X"xp, (X" +1)x X} NZ=2° (20)
mit
z e N0

Dadurch entstehen einige Vorteile und Nachteile. Nachteilig wirkt sich die kiinstliche Ver-
grokerung von Z aus, dass P(Z) schon die 64Bit Rechengenauigkeit iiberschreitet, obwohl
auch ein kleineres Z geeignet wire, wie in diesem Beispiel zu sehen ist:

P=2°
mit
X=4rx=14
Es folgt:
p=1

Z > max {4° x 1, (4° + 1) x4} = max {1024, 4100}
= Z > 4100 > 4096 = 22

Da Z eine 2er-Potenz sein muss, wird Z aufgerundet auf:
Z =8192 =2
Daraus folgt aber, dass:

P(Z) = (213)5 _ 9135 _ 965 o 964

12



Hier wird also mit P(Z) die 64Bit Rechengenauigkeit iiberschritten.

Aber vom grofen Vorteil ist, dass die zweite Division ¢ = L%J durch einen SHIF'T-

Befehl ersetzten werden kann. Die letzte Operation result = cm

od Z kann dadurch auch

durch einen AND-Befehl ersetzt werden. Die folgende Abbildung 3 veranschaulichen die

Vorgehensweise:
1) divg %rsi
Zd+1
63 063 0 a
%rdx (obere Bits) | %rax (untere Bits)‘ 63 0 63 0
= ‘ Yorax ‘ ‘ Yordx
63 Z—.x 0 Quotient Rest
‘ Y%rsi ‘
2) mulg %rdi
b
63 a o 6 P(Z) o 63 0,63 0
‘ Yorax ‘ * ‘ %rdi ‘ = %rdx (obere Bits) | %rax (untere Bits)
127 0
3) shid %cl, %rax, %rdx b
7 0 63 0,63 0
Yordx ‘(obere Bits) | %rax ‘(untere Bits)‘
64—zxd 127 0
z*d (64 — z*d)
Bits + Bits
63 ¢ 0
‘ Yordx ‘
4) andg %rbx, %rdx
63 C 0 63 Z-1 63 result
| %rdx & 0..0011111111111 = [0..00 [3000000%
Y%rbx %rdx

Abbildung 3: Bshoutys Algorithmus in Assembler - veranschaulicht
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Die erste Operation ist die Division. Hier werden die beiden Register %rdr und %rax
zusammengefasst und durch den Wert im Register %rsi geteilt. Der Quotient a ist dar-
aufhin im Register %raz, wihrend der Rest im Register %rdz gespeichert wird. Da der
Rest fiir die weiteren Schritte nicht mehr bendtigt wird, kann das Register %rdz durch
andere Operationen iiberschrieben werden. Genau das geschieht bei der darauf folgenden
Multiplikation.

Das Register %rdz enthélt nun die oberen 64Bit der Multiplikation und Register %razx die
unteren 64Bit. Im Original Algorithmus erfolgt jetzt die zweite Division. Da aber Z eine
2er-Potenz ist, kdnnen die Bits in den beiden Registern um zd Bits nach rechts verschoben
werden. Auf diese Weise wird die Division elegant umgesetzt. Z kann sehr schnell sehr
groft werden. Daher miissten auch zd viele Bits nach rechts verschoben werden, um das
Ergebnis im Register %raz zu erhalten. Hier bedient man eines Tricks und verschiebt
nur die oberen 64Bit, also Register %rdz, um (64 — zd) Bits nach links und fiillt die
verbleibenden Bits mit den oberen Bits des Registers %raz auf. Um zd nicht jedes Mal
neu zuberechnen, ist der Wert vorberechnet und in der Datenstruktur abgespeichert.

Der letzte verbleibende Schritt setzt die Modulo-Operation um. Wiederum, da Z eine 2er-
Potenz ist, kann man die Modulo-Operation auf eine &-Verkniipfung reduzieren. Dazu
subtrahiert man 1 von Z und erhilt somit, dass alle Bits rechts neben der 1 gesetzt
werden. Die urspriingliche 1 wird dabei geldscht. Nur in dem Bereich mit den gesetzten
Bits werden die Bits von %rdz bei der AND-Operation dann iibernommen. Die Modulo-
Operation ist umgesetzt und Bshoutys Algorithmus ist beendet. Das Resultat steht in
Register %rdz und ist maximal Z — 1 grof.

Die genaue Implementation ist in Abbildung 4 zu sehen:

1 static inline long bshouty(struct polynom *poly)

2 {

3 long result;

4

5 if (poly—>overflow == FALSE)

6 {

7 __asm___ volatile  ("## BSHOUTY ##\n\t"

8 "divg $%rsi\n\t"

9 "mulg $%$rdi\n\t"

10 "shld %%cl, %%rax, %$%rdx\n\t"

11 "andg %%rbx, %$%$rdx"

12
13 : "=d" (result)
14 : "S" (poly->Z - poly->x), "D" (poly->pZ), "d" (poly->Zdp high), "a"

(poly->Zdp_low), "b" (poly->ZmO), "c" (MaxBits - poly->zd)

15 // : no clobbered register ["$%eax", "%ebx'", "%ecx", "$edx", "%esi", "%edi"]
16 )
17
18 return result;
19 }
20
21 return -11;
22}

Abbildung 4: Implementierung Bshoutys Algorithmus mit Inline-Assembler
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5.3 Horner-Schema

Um das Horner-Schema effizient zu implementieren, kann man sich des Compilers bedie-
nen. Dazu wurde das Horner-Schema in C geschrieben. Der Compiler generiert anschlie-
flend daraus den Assembler Code. Der Assembler Code ist in Abbildung 5 zu sehen.

1 static inline long asm_horner (struct polynom *poly)
2 {

3 long result;

4

5 __asm____ volatile ("## ASM HORNER ##\n\t"
6 "movg (%$%rsi), $%rdi\n\t"

7 "testqg %$%rbx, $%rbx\n\t"

8 "Jje O0f\n\t"

9 "movl $1, %$%eax\n"

10 "l: \n\t"

11 "imulg %$%rcx, $$rdi\n\t"

12 "addg (%%rsi, %$%rax, 8), %%rdi\n\t"
13 "inc $%rax\n\t"

14 "cmpg $%rax, $%rbx\n\t"

15 "Jae 1lb\n"

16 "O:\n\t"

17

18 : "=D" (result)

19 : "S" (poly->A), "c¢" (poly->x), "b" (poly->d)
20 : "Seax", "%$edx" // clobbered register
21 )
22
23 return result;
24 '}

Abbildung 5: Implementierung Horner-Schema mit Inline-Assembler

Zuerst wird der Koeffizient p; nach Register %rdi kopiert. Anschliekend erfolgt der Test,
ob der Grad des Polynoms gleich oder grofer als 1 ist. Falls nicht, dann erfolgt sofort
der Sprung zum Ende des Code-Abschnitts nach Zeile 16. Das Ergebnis steht im Register
Yprdi.

Andernfalls wird die Schleifenvariable count im Register %eaz auf den Wert 1 gesetzt.
Im Register %rer ist der Wert x enthalten. Dieser wird bei der gesamten Berechnung
nicht verindert und bei der Multiplikation in Zeile 11 mit dem Wert in Register %rdi
multipliziert. Es folgt die Addition mit dem jeweilig passendem Koeffizienten p;.

Damit ist der Schleifenrumpf beendet. Zeilen 13 bis 15 fiihren den Test durch, ob der
Schleifenrumpf nochmal durchlaufen werden soll. Zum Schluss steht das Ergebnis im Re-
gister %rdi.

5.4 Look-up Tabelle

Die Implementierung von Look-up Tabellen ist erheblich kiirzer; bestehen sie doch nur
aus einer einzigen Zeile Assembler Code. Hier muss nur noch der passende Eintrag aus
der Tabelle ausgelesen werden, wie in Abbildung 6 zu sehen ist:
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1 static inline long look up table(struct polynom *poly)
2 {

3 long result;

4

5 __asm___ volatile ("## LOOK-UP TABLE ##\n\t"
6 "movqg (%$%rbx, $%rcx, 8), %$Srdx"

7

8 : "=d" (result)

9 : "b" (poly->Table), "c" (poly->x)
10 : "%Seax", "%esi", "%edi" // clobbered register
11 )
12
13 return result;
14}

Abbildung 6: Implementierung Look-up Tabelle mit Inline-Assembler

Nach Auslesen des entsprechenden Eintrags, wird das Ergebnis nach Register %rdz ko-
piert.

5.5 Theoretische Laufzeit der Assembler Codes

Aus der Tabelle 13 (Integer Instructions) in [AMDO5] lassen sich fiir die AMD-Architektur
die theoretischen Laufzeitverzogerungen der jeweiligen Assembler Implementierungen be-
stimmen.

In den Tabellen sind jeweils die Assembler Codes fiir die 64Bit Umgebung angegeben. Die
Vorgehensweise, wie man die 64Bit Befehle auf eine 32Bit Umgebung portieren kann, ist
im Abschnitt 5 beschrieben.

’ Code \ Latency ‘
- 32Bit | 64Bit
divq %rsi 39 71
mulq %rdi 3 5
shld %cl, %rax, %rdx 4
andq %rbx, Y%rdx 1 1
5 17| 8l

Tabelle 1: Laufzeitverzégerungen Bshoutys Algorithmus
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’ Code ‘ Latency

- 32Bit 64Bit
movq (%rsi), %rdi 3 3
testq %%rbx, %%rbx 1 1
je Of 1 1
movl $1, %eax 1 1
1: - -
imulq %rex, %rdi 3 4
addq (%rsi, %rax, 8), %rdi 4 4
inc %rax 1 1
cmpq Y%rax, Y%rbx 1 1
jae 1b 1 1
0: 0 -
> 6+dx*10 | 6+dx*11

Tabelle 2: Laufzeitverzogerungen Horner-Schema

] Code \ Latency ‘
- 32Bit | 64Bit
movq (%rbx, %rcx, 8), %rdx 3 3
> 3 3

Tabelle 3: Laufzeitverzogerungen Look-up Tabelle

Latency kennzeichnet die Taktzyklen, die benétigt werden, um den jeweiligen Befehl
durchzufiihren. Die Taktzyklen sind Schitzwerte und kénnen je nach Zustand des Prozes-
sor Cache variieren.

Aus den Tabellen ist ersichtlich, dass die Look-up Tabelle und Bshoutys Algorithmus
konstante Laufzeit besitzen. Allerdings verzogert der Divisionsbefehl die Laufzeit von
Bshoutys Algorithmus erheblich. Jetzt wird ersichtlich, warum Z zur néchsten 2er-Potenz
aufgerundet wird. Denn damit lésst sich die zweite Division durch eine kiirzere SHIF'T-
Operation ersetzten. Beim Horner-Schema erkennt man sehr schon, dass die Laufzeit wie
erwartet mit dem Grad d des Polynoms linear ansteigt. Allerdings unterscheidet sich die
Steigung in der jeweiligen Umgebungen: Fiir die 32Bit Umgebung betrigt die Steigung
10, fiir die 64Bit Umgebung ist sie geringfiigig grofer und betragt 11.

Sehr deutlich erkennt man, dass die Algorithmen in der 32Bit Umgebung teils erheblich
schneller sind als in der 64Bit Umgebung. Das ist auch erklarbar, da ja auch mehr Bits
verarbeitet werden miissen, vor allem fiir die Division. Nur die Operation der Look-up
Tabelle ist in beiden Umgebungen gleich schnell.

Vergleicht man die Laufzeitverzogerung von Bshoutys Algorithmus und die von Horner-
Schema, so stellte man fest, dass erst bei Grad d > 5 fiir die 32Bit Umgebung bzw. d > 7
fiir die 64Bit Umgebung der Algorithmus von Bshouty schneller ist.
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6 Messverfahren

1 /// CORE

2 seed = poly—>X;

3 count = 0L;

4 start = clock{();

5 while(loc)

6 {

7 for (i = O0L; i < THREAD LOOPS; i++)

8 {

9 if (x _is const == FALSE)
10 {
11 seed = (19L * seed + 1L) & ((1L << RAND RANGE) - 1L);
12 poly->x = ((seed >> (RAND RANGE / 2L)) * (X + 1L))
13 >> (RAND RANGE / 2L);
14 }
15
16 result = bshouty(poly):;
17 }
18
19 count++;
20
21 state = pthread mutex lock(&thread mutex);
22 loc = thread run;
23 state = pthread mutex unlock(&thread mutex);
24}
25 differenz = clock() - start;

26 /// CORE

Abbildung 7: C-Code der Zeitmessung bei Bshouty Algorithmus

Aus Tabelle 1 kann man die theoretische Laufzeit fiir Bshoutys Algorithmus entnehmen.
Sie betrdgt 81 Takte. Bei einem Prozessor mit nur 1GHz Taktfrequenz beliefe sich somit
die zu messende Zeitdauer auf 81ns. Das ist zu gering, als dass man diese Zeit direkt
messen konnte. Daher erfolgt die Zeitmessung durch wiederholte Aufrufe der zu testenden
Funktion.

Dabei hat sich gezeigt, dass die iterativen Aufrufe in nur einer Schleife zu ungenauen Mes-
sungen fithren. Bei der Schleifeniteration héngt die Messgenauigkeit von der Anzahl der
Wiederholungen ab. Nach mehreren Versuchen wurde ersichtlich, dass bei circa 108 Durch-
laufen der Messfehler akzeptabel klein wurde. Zusétzlich dauerte die Messung langer, je
mehr Schleifendurchlaufe durchgefithrt wurden.

Bei einer fest vorgegebenen Messzeit und dem Messprinzip, 1 Durchlauf der zu testenden
Funktion und anschliefsendem Test, ob die Messzeit iiberschritten wurde, hat sich gezeigt,
dass der Test auf Messzeitende die Ergebnisse zu stark beeinflusst. Der Test verfilscht die
Messergebnisse. Daher erfolgt die Messung wie folgt:

Erst nach N = 1000 Schleifeniterationen wird getestet, ob die Messzeit iiberschritten
wurde oder nicht. So ist auch gewihrleistet, dass die Messungen in einer vorhersehbaren
Zeit durchfiihrbar sind.
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Die Zeitmessung erfolgt mit der Funktion clock(), die im ANSI-Standard fiir C defi-
niert ist. clock() gibt die vom aufrufenden Prozess verbrauchte Prozessorzeit zuriick.
Dabei wird auch die Zeitmessung angehalten, wenn der Prozess angehalten wird. Der

Riickgabewert der Funktion sind Ticks. Teilt man diese durch die symbolische Konstante
CLOCKS_ PER_SEC, erhilt man die verbrauchte Prozessorzeit in Sekunden.

Zu Beginn der Messung wird start = clock() aufgerufen. Es folgt die dufsere Schleife.
Die Iterationen der duferen Schleife werden in der Variable count mitgezahlt. Innerhalb
der dufseren Schleife befindet sich dementsprechend die innere Schleife. Dort wird die zu
testende Funktion N = 1000-mal aufgerufen. Am Ende der duferen Schleife findet der
Test auf Messzeitende statt.

Ist die Messzeit iiberschritten, wird clock() ein weiteres mal aufgerufen: dif ferenz =
clock() — start. Diese Differenz ist die Gesamtzeit der Messung. Aufgrund derer wird die
Zeit berechnet, die die zu testende Funktion verbraucht hat. Die Laufzeit der zu messenden
Funktion lasst sich dann wie folgt bestimmen:

. dif ferenz
= 21
Laufzeit CLOCKS PER SEC %1000 % count 5 (21)
bzw.:
L dif ferenz * 10°
Laufzeit = CLOCKS PER_SEC xcount [ns] (22)

Abbildung 7 auf der vorherigen Seite zeigt den entsprechenden Code-Abschnitt der Zeit-
messung.

6.1 systematische Fehler

Wie in Abbildung 7 auf der vorherigen Seite zu sehen ist, sind zwischen den beiden clock()-
Aufrufen noch zuséatzliche Befehle vorhanden, die mit in die Zeitmessung einfliefsen aber
nicht mit der zu testenden Funktion in Bezug stehen. Dieser systematische Fehler ist
bei allen Funktionen gleich grof. Aber auch die Register-Zuweisungen der ~ asm__ ()-
Blocke werden durch die Messung erfasst. Dieser Fehler ist fiir die jeweiligen Funktionen
allerdings unterschiedlich grofs und muss daher auch fiir jede Funktion ermittelt werden.
Somit besitzt jede zu testende Funktion ihren eigenen Fehler, den Offset.

Um den Offset zu bestimmen, habe ich in den zu testenden Funktionen die Assembler
Befehle entfernt und mit den leeren ~ asm_ ()-Blocken eine Laufzeitmessung durchge-
fiihrt. Somit sind alle Einfliisse, die nicht durch die Assembler Befehle verursacht werden,
bestimmt und kénnen bei den eigentlichen Messungen subtrahiert werden.

7 Anwendung Benchmark

Der Benchmark lauft bisher nur unter einem Linux Betriebssystem und bend6tigt neben
dem Softwarepaket GMP noch die Softwarekomponente "libpolynom”. Um den Bench-
mark zu starten, miissen diese per Umgebungsvariable LD LIBRARY PATH auffindbar
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sein. Diese Aufgabe iibernimmt ein Shell-Skript. Das Skript befindet sich im Verzeichnis
? /Benchmark/bin” auf der beiliegenden CD. Auf der CD befindet sich neben der Soft-
warekomponente “libpolynom” (/Benchmark/bin/lib) auch die Sourcen des Benchmarks
(/Benchmark /src).

Wenn man den Benchmark mit der Parameter ”-h” aufruft, erhilt man eine Hilfe, die die
moglichen Parameter erklaren. Diese Hilfe ist in Abbildung 8 zu sehen.
Aufruf: Benchmark [ Optionen]

Optionen:

-p=[ Ad] ,[ A(d-1)],..,[ A0O] Polynom mit Grad d:
A(d-i) kennzeichnen die einzelnen Koeefizienten
Es koennen mehrere Polynome mittels -p angegeben

werden
-t=Zeit [ 1] * Zeitintervall, in der der Test laufen soll [ s]
-X=Wert [ 5] * Eingabe fuer X
-x=Wert [ 3] * Eingabe fuer x
-c Bestimmt, ob x waehrend des Tests konstant sein soll
-A Alle Algorithmen testen
-B * Bshouty testen (Inline-Assembler)
-H Horner testen (Inline-Assembler)
-L Look-Up-Table testen (Inline-Assembler)
-h Hilfe
[*] : Standard-Optionen

Abbildung 8: Parameter des Benchmarks

Nachdem man die Umgebungsvariable LD LIBRARY PATH entsprechend angepasst
hat, kann man den Benchmark starten. Die Ausgabe von ”./Benchmark -X=3 -x=2 -t=4
-A” ist in Abbildung 9 dargestellt.
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= RAM-Modell und 64-Bit Prozessoren =

Benchmark compiliert am Apr 9 2008 um 21:47:37

Systeminformationen:

Di 15. Apr 00:01:52 CEST 2008

Linux Sphere 2.6.24.3 #1 SMP Tue Feb 26 20:09:17 CET 2008 x86_64 x86_64 x86_ 64
GNU/Linux

00:01:52 up 8:54, 1 user, load average: 0,05, 0,08, 0,03

USER TTY LOGIN@ IDLE JCPU PCPU WHAT
alex :0 15:08 ?xdm? 10:50 0.02s /bin/sh /opt/kde3/bin/startkde

Gegebene Polynome:

1*374 + 0*373 + 0*372 + 3*3”~1 + 2

Definitionsbereich:

Zeitintervall: 4 s
x konstant: nein
Algorithmen: Bshouty, ASM Horner, Look-Up Table,

**x*x** Benchmark laeuft ****x%xxx%

Polynom 1 von 1

Algorithmus; Polynom; Grad; x; X; Ergebnis; 7Z; p(Z); Iterationen; Gesamtlaufzeit [ ms];
Einzellaufzeit [ ns]

Bshouty; 1*x*4 + 0*x"3 + 0*x"2 + 3*x"1 + 2; 4; 0; 3; 2; 512; 68719478274; 103701000;
3990; 38.4760

ASM Horner; 1*x*4 + 0*x"3 + 0*x"2 + 3*x*1 + 2; 4; 2; 3; 24; -; -; 390956000; 3990;
10.2058

Look-Up Table; 1*x"4 + 0*x*3 + 0*x"2 + 3*x*1 + 2; 4; 0; 3; 2; -; —; 1060070000; 4000;
3.7733

Abbildung 9: Ausgabe des Aufrufs ”./Benchmark -X=3 -x=2 -t=4 -A”

Die hier ermittelten Messwerten sind noch alle Offset behaftet. Der Offset muss noch von
den Messwerten subtrahiert werden.
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8 Testumgebung

Die Tabelle 4 beschreibt die Gegebenheiten der Plattformen, auf denen die Tests laufen.
Beide Betriebssysteme sind mit Unterstiitzung fiir den so genannten Compatibility Mode
iibersetzt worden. Damit ist es moglich, nicht nur 64Bit Programme auszufiihren, sondern
auch 32Bit Programme. Daher werden die Tests sowohl mit 32Bit Genauigkeit als auch
mit 64Bit Genauigkeit durchgefiihrt, im folgenden 32Bit Mode bzw. 64Bit Mode genannt.

| | AMD | Intel |
Prozessor: Athlon64 X2 4800+ Core 2 Quad Q6600
L1 Cache: 2x 128KB 4x 32KB
L2 Cache: 2x 1024 KB 4x 4096 KB
Core: 2 4
Takt: 2,4GHz 2,4GHz
RAM: 2G'B 4GB
Betriebssystem: | Linux From Scratch 6.3 OpenSuse 10.3
Kernel: 2.6.24.3 2.6.22.5-31-default
GCC: 4.2.3 4.1.2

Tabelle 4: Testumgebung

9 Testdurchfiihrung

Dieser Abschnitt beschreibt die einzelnen Tests, die die in Abschnitt 2 auf Seite 6 aufge-
stellten Fragen beantworten. Die jeweilige Messung dauert 10 Sekunden und wird 10-mal
wiederholt.

1. Bestimmung des Offset fiir die jeweilige Messung

2. Die Messung der Laufzeit der Algorithmen erfolgt mit dem Polynom P = 43 +
322 + 2z + 1. Der Definitionsbereich ist mit X = 3 festgelegt.

3. Die Messung der Laufzeit der Einzeloperation von Bshoutys Algorithmus erfolgt
ebenfalls mit dem Polynom P = 423 + 322 + 2z + 1. Der Definitionsbereich ist
wiederum mit X = 3 festgelegt.

4. Die Messung der Laufzeit bei steigendem Grad d erfolgt mit dem Polynom P =
¢, 2%, Der Definitionsbereich ist mit X = 3 festgelegt.

5. Die Messungen bei den Punkten 4) und 6) erfolgen mit variabel als auch mit kon-
stanter Auswertestelle x.

6. Der Einfluss des Caches wird durch Setzen des Definitionsbereich X bestimmt. Der
Definitionsbereich ist mit X = 107 festgelegt. Die Auswertung erfolgt an dem Poly-
nom P = 4x2> + 322 + 2z + 1.

7. Jede Messung 1) bis 5) wird im 32Bit Mode als auch im 64Bit Mode durchgefiihrt.
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10 Auswertungen

Im folgenden finden die Auswertungen der verschiedenen Messungen statt. Um nicht jedes
Mal die Angaben fiir die Testumgebung zu wiederholen, werden folgende Abkiirzungen
vorgenomimen:

’ Kiirzel \ Bedeutung
BsHOUTY Bshoutys Algorithmus
HORNER Horner-Schema
BSHOUTY32 Bshoutys Algorithmus im 32Bit Mode
BSHOUTY64 Bshoutys Algorithmus im 64Bit Mode
HORNER32 Horner-Schema im 32Bit Mode
HORNERG4 Horner-Schema im 64Bit Mode

BSHOUTY _AMD32 | Bshoutys Algorithmus im 32Bit Mode auf der AMD Plattform
BSHOUTY _AMD64 | Bshoutys Algorithmus im 64Bit Mode auf der AMD Plattform
BSHOUTY _INTEL32 | Bshoutys Algorithmus im 32Bit Mode auf der Intel Plattform
BSHOUTY _INTEL64 | Bshoutys Algorithmus im 64Bit Mode auf der Intel Plattform
HORNER__AMD32 Horner-Schema im 32Bit Mode auf der AMD Plattform
HORNER__AMD64 Horner-Schema im 64Bit Mode auf der AMD Plattform
HORNER _INTEL32 | Horner-Schema im 32Bit Mode auf der Intel Plattform
HORNER_INTEL64 | Horner-Schema im 64Bit Mode auf der Intel Plattform

Tabelle 5: Abkiirzungen der Testumgebungen

10.1 Laufzeit bei einem fest vorgegebenen Polynom

35,00 33,11
30,00
B AMD32
25,00 B AMD64
20.00 [ Intel32
, M Intel64
‘v 15,00
=S
10,00
5,12
5,00 3,60 3.04 4,44 2,92
0.83 0,42 0,28
0700 L’:.’_
Bshouty ASM Horner Look-Up Table

Abbildung 10: Laufzeit bei einem fest vorgegebenen Polynom
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In Abbildung 10 sind die Laufzeiten der Algorithmen unter den jeweiligen Umgebungen
zu sehen. Es féllt hier auf, dass die Laufzeiten fiir Bshoutys Algorithmus mit keinem an-
deren Verfahren konkurrieren kann. Selbst mit dem besten Wert, den BSHOUTY INTEL32
erzielt (6,71ns), ist BSHOUTY langsamer als HORNER _AMD64 (5, 12ns), das die schlech-
teste Laufzeit besitzt. Hier ist BSHOUTY im Vergleich zu den anderen Verfahren die mit
Abstand schlechteste Moglichkeit, ein Polynom auszuwerten. Dieses Ergebnis war aber
auch zu erwarten: Erst bei Grad d > 5 fiir die 32Bit Umgebung bzw. d > 7 fiir die 64Bit
Umgebung sollte BSHOUTY schneller als das Horner-Schema sein. Doch da der Grad des
fest vorgegebenen Polynoms nur 3 betrug, konnte Bshoutys Algorithmus somit auch nicht
performanter sein.

Die Look-up Tabellen erzielen die besten Laufzeiten. Eine Ausnahme stellt der Wert unter
dem AMD32 System dar. Ob es sich um einen Messfehler handelt oder nicht, kann nicht
ermittelt werden.

Vergleicht man die theoretische Laufzeit unter der AMD Umgebung, so stellt man fest,
dass die theoretischen Werte mit den gemessenen gut iibereinstimmen. Nur im 32Bit Mode
ist die gemessene Laufzeit weniger als die theoretische:

‘ AMD32 ‘ Wert ‘ Abweichung vom theoretischen Wert ‘
Theoretischer Wert: | 19, 58ns -
Messwert: 17,37ns -11,3%

‘ AMDG64 ‘ Wert ‘ Abweichung vom theoretischen Wert ‘
Theoretischer Wert: | 33, 75ns -
Messwert: 33,11ns -1,9%

Tabelle 6: Vergleich Messwerte - Theoretische Werte

10.2 Laufzeit der Einzeloperationen bei BSHOUTY

Abbildung 11 zeigt die Laufzeit der jeweiligen Operationen von BSHOUTY. Mit einem
Blick wird deutlich, dass der Divisionsbefehl der limitierende Faktor ist, der BSHOU-
TY ausbremst. Kein anderer Befehl ist so langsam wie die Division. Die theoretischen
Laufzeiten werden hier bestitigt.

‘ AMD32 ‘ Wert ‘ Abweichung vom theoretischen Wert ‘
Theoretischer Wert: | 16, 25ns -
Messwert: 16, 10ns -0,9%

] AMDG64 ‘ Wert ‘ Abweichung vom theoretischen Wert ‘
Theoretischer Wert: | 29, 58ns -
Messwert: 31, 43ns +6,2%

Tabelle 7: Vergleich Messwerte - Theoretische Werte

Bemerkenswert ist auch, dass die Laufzeit einiger Operationen negativ ist. Dies ist durch
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25,0 M AMD32
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DIV MUL SHLD AND

Abbildung 11: Laufzeit der Einzeloperationen bei Bshoutys Algorithmus - Auswertestelle
x variabel

Messtoleranzen verursacht worden. Beim M UL Befehl ist die negative Laufzeit erklirbar,
die im 32Bit Mode ermittelt wurden:

Ein Blick auf die Implementierung von BSHOUTY auf Seite 14 macht deutlich, was ge-
schieht. Um den MUL Befehl zu testen, sind alle anderen Befehle aus dem  asm ()
Block entfernt worden, so dass nur noch der MUL Befehl vorhanden ist. Auf diese Wei-
se wird der Registerinhalt %ear mit %edi multipliziert! Ungliicklicherweise werden im
Register %ear die unteren 32 Bits von Z9*! gespeichert.

Es gilt bei diesem Polynom: Z = 512 = 29. Da Z4! = 2%G+1) — 236 jst sind alle
Bits im Register %ear unbesetzt, das heilt: das Register %eaz ist komplett mit 0 gefiillt
und nur im Register %edz ist ein einziges Bit gesetzt. Bei der Multiplikation ist also ein
Faktor 0, sodass die Multiplikation nicht durchgefiihrt werden muss. Das Ergebnis ist 0
unabhéingig vom zweiten Faktor - P(Z). Das scheint der Prozessor zu erkennen und muss
hier Optimierungen vornehmen, die dazu fiithren, dass der vom Offset bereinigte Messwert
negativ wird.
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10.3 Laufzeit bei steigendem Grad eines Polynoms

Umgebung 64Bit

50,00
45,00 v
v
v
40,00 -
v
35,00
30,00
25,00 %
220,00
- Bshouty — AMD
15,00 -~ Bshouty — Intel
VvV ASM Horner — AMD
10,00 -&- ASM Horner — Intel
- Look-Up Table — AMD
5,00 <t Look-Up Table — Intel
0,00 E"E—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h—h
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Abbildung 12: Laufzeit bei steigendem Grad eines Polynoms - Systemumgebung: 64Bit

In Abbildung 12 erkennt man, dass die Look-up Tabellen wie erwartet nicht vom Grad
des Polynoms abhéngen. Die Laufzeiten sind konstant. Allerdings ist die Intel64 Plattform
leicht im Vorteil gegeniiber der AMD64 Plattform.

Wie erwartet sind die Laufzeiten von HORNER64 nicht konstant, sondern hdngen linear
vom Grad des Polynoms ab. Eine Besonderheit stellt die AMD64 Plattform dar. Bei Grad
9 gibt es einen sprunghaften Anstieg der Laufzeit. Vermutlich werden hier Cache Grenzen
iiberschritten. Aber genau erkldrbar ist der Anstieg nicht. Bei der Intel64 Plattform sieht
man bei Grad 10 auch eine leichte Abweichung, die sich aber nach dem Grad 11 wieder
normalisiert. Daher wird die Funktion als linear betrachtet. Bei der AMD64 Plattform
wird zwischen Grad d < 8 und Grad d > 8 unterschieden. Somit gibt es 3 Funktionen fiir
beiden Plattformen. Sie lauten:

| | AMDG64 | Intel6d |

Gradd <9 | fi=a1 + by | f3 = a3+ xbs
Grad dzg f2:a2+xbg f3:a3+:17b3

Tabelle 8: Gradengleichungen HORNER64

Mittels numerischer Regression lassen sich die Koeffizienten der Funktionen bestimmen -
(der Grad ist einheitenlos):
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| \ AMDG64

fi = a; + xb; a; Fehler o, b; Fehler o}
Grad d <9 |0,24ns | 0,16ns | 1,71lns | 0,03ns

Grad d>9 | 8,28ns | 0,03ns | 2,07ns | 0,002ns

| | Intel64 |
fi = a; + xb; a; Fehler o, b; Fehler oy
Grad d —1,53ns | 0,47ns | 2,06ns | 0,044ns

Tabelle 9: Koeffizienten der Gradengleichungen bei HORNERG4

Nach Grad 9 sind die Steigungen der Gradengleichungen nahe zu identisch. Dies wird
auch aus dem Diagramm ersichtlich. Beide Kurven laufen fast parallel zueinander. Aller-
dings unterscheiden sich die beiden Funktionen in ihrem y-Achsenabschnitt. Hier besitzt
HORNER _AMDG64 einen grofseren y-Achsenabschnitt.

BSHOUTY AMD64 ist konstant und betrdgt, wie in Abbildung 10 auf Seite 23 zu sehen
ist, bei (33,11+0,05) ns. Dagegen verharrt BSHOUTY _INTEL64 bis zum Grad 4 bei dem
Wert, der auch in Abbildung 10 auf Seite 23 zu sehen ist: 14,67 + 0,01 ns. Bei Grad 5
hingegen gibt es einen grofen Sprung in der Laufzeit. Die Laufzeit steigt um mehr als das
Doppelte an. Sie gleicht sich der Laufzeit der AMD64 Plattform an. BSHOUTY INTEL64
ist also nicht konstant!

Weiterhin erkennt man den Punkt, ab dem BSHOUTY AMDG64 schneller ist als HORNER:
bei der AMDG64 Plattform ist das Grad 13 und bei der Intel64 Plattform sogar erst bei
Grad 18. Die aus den Messungen gewonnene Steigung fiir HORNER ist um ein vielfaches
kleiner als die Steigung, die aus den theoretischen Voriiberlegungen ermittelt wurden.
Daher musste auch der Grad steigen, ab dem BSHOUTY schneller ist als HORNER. BS-
HOUTY _INTEL64 ist im besten Fall ab Grad 8 auf der AMD64 Plattform bzw. bei Grad
9 auf der Intel64 Plattform performanter als HORNER.

32Bit Umgebungen

In Abbildung 13 sind die Laufzeiten fiir die 32Bit Umgebungen zu sehen. Dort kann man
erkennen, dass die Look-up Tabellen wiederum konstante Laufzeiten aufweisen. Allerdings
ist die AMD32 Plattform stark im Nachteil gegeniiber der Intel32 Plattform.

Wie im 64Bit Mode ist HORNER32 auch hier vom Grad des Polynoms abhingig. Bei
HORNER _INTEL32 gibt es zum Teil erhebliche Abweichungen. Da die Abweichungen aber
nur zwischen Grad 8 und 13 liegen, gehe ich hier wiederum von einem linearen Anstieg aus.
Die Koeflizienten der Geradengleichungen werden wieder mittels numerischer Regression
bestimmt:
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Abbildung 13: Laufzeit bei steigendem Grad eines Polynoms - Systemumgebung: 32Bit

| \ AMD32 |
fi = a; + xb; a; Fehler o, b; Fehler o}
Grad d <9 | =0,34ns | 0,30ns | 1,55ns | 0,06ns

Grad d >9 | 6,50ns 0,09ns | 1,67ns | 0,007Tns

| \ Intel32 |
fi = a; + xb; a; Fehler o, b; Fehler o}
Grad d —0,34ns | 0,90ns | 1,14ns | 0,09ns

Tabelle 10: Koeffizienten der Gradengleichungen bei HORNER32

BSHOUTY _AMD32 ist konstant und liegt sogar auf einem kleineren Level als BSHOU-
TY__AMDG64. Dafiir ist aber auch bei Grad 3 die Laufzeitmessung zu Ende, da mit P(2)
offensichtlich die 32Bit Grenze iiberschritten wird. Interessant ist der Kurvenverlauf von
BSHOUTY _INTEL32. Dieser ist in Abbildung 14 nochmals vergrobert dargestellt.

28



7,00

-9-Bshouty — Intel
V- ASM Horner — AMD

6,00 -4 ASM Horner — Intel
- Look-Up Table —
AMD
5,00 <t Look-Up Table — Intel
4,00
2 3,00, —
2,00
1,00 y
\%
< < < <
0,00
0 1 2 3 4
Grad

Abbildung 14: Laufzeit bei steigendem Grad eines Polynoms - Vergroferung - Systemum-
gebung: 32Bit

Dort kann man erkennen, dass die Laufzeit von BSHOUTY INTEL32 mit dem Grad d an-
steigt. Bei Grad d = 0 ist BSHOUTY _INTEL32 der schnellste Algorithmus und unterbietet
damit sogar die Laufzeit der Look-up Tabellen: Die Auswertung einer Konstante ist mit
BSHOUTY _INTEL32 schneller méglich als ein Zugriff auf den Hauptspeicher! Sogar HOR-
NER_INTEL32 ist hier langsamer. Eine mogliche Erklarung ist, dass nach der Zuweisung
der Konstante py in das Register %edi (Zeile 6 bei HORNER) der Test (Zeile 7 und 8), ob
d grofser oder gleich 1 ist, die Laufzeit vergrofert. Bei Grad d = 2 ist BSHOUTY _INTEL32
schneller als HORNER32. Wie BSHOUTY INTEL64 ist auch BSHOUTY INTEL32 nicht
konstant! Warum das so ist, untersucht der Abschnitt 10.3.1.

10.3.1 Laufzeit bei steigendem Definitionsbereichs X bei dem Polynom P =
> +x+1

Um den sprunghaften Anstieg von BSHOUTY INTEL zu untersuchen wird, wird abermals
das Polynom ausgewertet, bei dem die Laufzeit von BSHOUTY INTEL32 geringer ist als
die Laufzeit von HORNER INTEL32, konkret: 224+ x4 1. Jedoch wird jetzt der Definitions-
bereich X schrittweise erhoht. Bei den 32Bit Umgebungen steigt der Definitionsbereich X
von 1 auf 32 und bei den 64Bit Umgebungen von 1 auf 300. Dabei wird die Laufzeit von
BSHOUTY und den Assembler Befehlen gemessen. Zusitzlich wird noch Z9*! berechnet
und mit in die folgenden Diagramme eingetragen.
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Plattform AMD
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35,00 60
30,00
50
25,00 = ZNd+1) —_
- —Bshouty |40 2
£ 20,00 DIVL =
15.00 — MULL 30
’ —SHLD
10,00 ANDL 20
5,00 10
0,00 0
0 50 100 150 200 250 300

Definitionsbereich X

Abbildung 15: Laufzeit bei steigendem Definitionsbereichs X bei dem Polynom P =
2? + 2 + 1 - Systemumgebung: AMD - 64Bit

In Abbildung 15 erkennt man, dass die Laufzeit von BSHOUTY AMD und die Laufzei-
ten der Assembler Befehle konstant sind. Hier gibt es keinen sprunghaften Anstieg der
Laufzeit. Das gleiche Bild zeigt sich auch in Abbildung 16. Dort sind ebenfalls die Lauf-
zeiten konstant. Die Grofe Z9*! hat also offensichtlich iiberhaupt keinen Einfluss auf die
Laufzeiten.

30



20,00 60

50
15,00 45 45 45
—zAd+1) 40
10,00 3636 == Bshouty
DIVL
_ —muLL 390
2 500 _2::5? )
20
0,00
10
-5,00 0
0 5 10 15 20 25 30 35

Definitionsbereich X

Abbildung 16: Laufzeit bei steigendem Definitionsbereichs X bei dem Polynom P =
2? + 2 + 1 - Systemumgebung: AMD - 32Bit

Plattform Intel

45,00 80
40,00 |-> 65Bit 70
35,00 50
30,00
50
25,00
40
— 20,00 —ZA(d+1) 2
c m
i=% ==Bshouty 30 —
15,00 DIVL
—MULL
10,00 —SHLD 20
5,00 10
0,00 0
0 50 100 150 200 250 300

Definitionsbereich X

Abbildung 17: Laufzeit bei steigendem Definitionsbereichs X bei dem Polynom P =
22 + 2 + 1 - Systemumgebung: Intel - 64Bit

Abbildung 17 zeigt bei BSHOUTY INTELG4 ein sprunghaften Anstieg der Laufzeit bei
Z > 254 Verantwortlich dafiir ist der Divisionsbefehl. Die anderen Assembler Befehle
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liegen dagegen auf konstant niedrigem Niveau. Offensichtlich wird der Divisionshefehl
durch die Prozessor beschleunigt bzw. optimiert. Eine mogliche Erklarung ist:

Bei Z9+! < 264 gind die oberen 64Bits unbesetzt. Das Register %rdz enthilt also den Wert
0. So muss bei der Division nur der Wert im Register %rax durch den Wert im Register
%rsi geteilt werden. Der Dividend ist maximal 64Bit grof. Bei Z9+! > 264 ist Register
%raxz unbesetzt. Aber Register %rdx ist ungleich 0. Also ist der Dividend hier mindestens
64Bit grofs, sodass die Division auch die beiden Register %rdz:: %raz beriicksichtigen muss.
Die Laufzeit der Division héngt also mit der Grofe des Dividenden zusammen: Verdoppelt
sich dieser, verdoppelt sich auch die Laufzeit der Division.

16,00 50
—ZA(d+1)
4545 45 45 45 45
14,00 ==Bshouty 424242 42 o
DIVL
12,00 = mUiL . 39393939 40
—SHLD 35
10,00
I 3030 30
8,00
25 _
= 6,00 2
S 20 @
4,00 15
2,00 10
000 T— 5
2,00 0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

Definitionsbereich X

Abbildung 18: Laufzeit bei steigendem Definitionsbereichs X bei dem Polynom P =
22 + 2 + 1 - Systemumgebung: Intel - 32Bit

Ahnlich sieht es in Abbildung 18 aus. Dort werden offensichtlich mehrere Optimierungen
vorgenommen. Interessanterweise verlaufen die Kurven fiir BSHOUTY INTEL32 und der
Division annéhernd parallel. Nur im Intervall [1, 3] weicht die Laufzeit der Division von der
Laufzeit BsSHOUTY INTEL32 ab. Vermutlich ist die Division mit einem maximal 16Bit
grofen Dividend sehr schnell durchzufiithren. Im Intervall [7,10] sinkt sogar die Laufzeit
von BSHOUTY INTEL32. Welche Optimierungen hierfiir verantwortlich sind, ldsst sich
nicht sagen.
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3,50 20

3,36
18
3,00
16
2,50
g 14
2,31
12
2,00
10
@ 1,50 7
2 8 o
1,00 6
= |0g2(ZMNd+1))
== Bshouty 4
0% Q.42 0.22 — LookUp Tabe
028 2
0,00 0
0 1 2 3 4 5

Definitionsbereich X

Abbildung 19: Laufzeit bei steigendem Definitionsbereichs X bei dem Polynom P =
2?2+ + 1 - Zoom - Systemumgebung: Intel - 32Bit

Zeichnet man jetzt HORNER INTEL32 in das Diagramm und vergrofert den entsprechen-
den Bereich, erhilt man Abbildung 19. Dort sieht man, dass der Definitionsbereich bis
maximal X = 3 erweitert werden darf, damit BSHOUTY INTEL32 schneller ist als HOR-
NER_INTEL32. Ist X € {1---3}, betrigt der Vorsprung knapp 1ns. Bei einem Takt von
2,4G H z entspricht dies etwa 2,4Takte. BSHOUTY INTEL32 ist also bei Grad d = 2 und
X € {1---3} performanter als HORNER. Es bleibt noch zu kldren, bis zu welchen Wert
von p BSHOUTY INTEL32 schneller ist als HORNER. Das ldsst aber sich ausrechnen. Aus
den vorherigen Uberlegungen ergibt sich, dass:

916 = 7d+1
Da Z = 27 und bei d = 2 folgt:

216 2 23Z

& 16 > 3z
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Dat € N gilt:

Nun kann man p berechnen:
Z =2">max {X%, (X" +1)X}
mit d = 2 und X = 3 folgt:
Z =27 >max{9p,30}
mit ¢ = 5 gilt:
5 32
2 >9p<:>32>9p<:>§>p

Da p € N gilt:

3>2p>0

Fallsd =2, X € {1---3} und p € {1---3} ist BSHOUTY _ INTEL32 schneller als HORNER.

10.4 Einfluss der Auswertestelle

Umgebung 64Bit

35,00 33,11
31,21
30,00
25,00
B x konstant
20,00 B x variabel
7 1500 13,50 pt87

10,00

5,00 3.75 p ——y

0.00 _ i oo a0

’ Bshouty - AMD Bshouty — Intel ASM Horner — AMD ASM Horner — Intel  Look-Up Table — AMD  Look-Up Table — Intel

Abbildung 20: Einfluss der Auswertestellen - Systemumgebung: 64Bit

Aus Abbildung 20 wird ersichtlich, dass die wiederholte Auswertung eines Polynoms bei
einem konstanten x schneller moglich ist als, wenn x bei den Auswertungen variiert. Nur
die Laufzeit der Look-up Tabellen auf der Intel Plattform verhalten sich entgegen den
Erwartungen. Eine Erkldrung fiir dieses ungewohnliche Verhalten lsst sich nicht finden.
Bemerkenswert ist auch, dass, falls © konstant ist, die Laufzeit der Look-up Tabellen auf
der AMD Plattform so gut wie gar keine Zeit beansprucht.
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Umgebung 32Bit

20,00

18,00 17,37
16,61
16,00
H x konstant
14,00 I x variabel
12,00
10,00
2 800 i
= 7 6,71
6,00
4,00 3,57 3,60 304 292
2,00 2,09
0,50 0,56 042
0,00 [ =
Bshouty — AMD Bshouty — Intel ASM Horner—AMD ~ ASM Horner — Intel  Look-Up Table - AMD Look-Up Table — Intel

Abbildung 21: Einfluss der Auswertestellen - Systemumgebung: 32Bit

Eine Besonderheit zeigt Abbildung 21 bei der Laufzeit von BSHOUTY INTEL. Hier sinkt
sogar die Laufzeit, falls x bei der iterativen Auswertung variiert. Dies ist wieder eine
Stelle, die sich nicht erklaren ldsst. Vermutlich hat die Anzahl der zu verarbeitenden
Bits einen Einfluss auf die Laufzeit. Dagegen zeigt die Laufzeit von HORNER AMD32
keinen signifikanten Unterschied in der Art der Auswertungen. Bei den Look-Up Tabellen
explodiert formlich die Laufzeit, falls « variiert. Hier steigt die Laufzeit unerklarbar um
fast das 6-fache an.

Im Allgemeinen verhalten sich die Algorithmen dennoch wie erwartet: die Laufzeit steigt,
falls x variiert. Ist x konstant, konnen etliche Werte aus dem Cache entnommen werden.
Die Ausfiihrungsgeschwindigkeit steigt an. Die Laufzeit sinkt.

10.5 Einfluss des Prozessor Cache
Da BSHOUTY bei dem Definitionsbereich X = 107 die 32Bit bzw. 64Bit Rechengenauigkeit
bei weitem {iiberschreitet, muss BSHOUTY bei diesem Test entfallen. Ein Blick auf die

folgenden Abbildungen zeigt, dass HORNER unabhéngig von der Grofe von x ist. Daher
findet nur die Auswertungen fiir die Look-up Tabellen statt.
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Auswertestelle + konstant

4,00

375 375
W X=3
294 2094 M X=1e7

123 1,23
0,00 0,00

ASM Horner — AMD ASM Horner — Intel ~ Look-Up Table — AMD  Look-Up Table — Intel

3,50

3,00
2,50
2,00
1,50

[ns]

1,00
0,50
0,00

Abbildung 22: Einfluss des Prozessor-Cache - Auswertestelle x konstant - Systemumge-
bung: 64Bit

Auch beim zweiten Blick auf Abbildung 22 sieht man keine Unterschiede in den Laufzeiten.
Die Messwerte sind bis auf die letzte Stelle gleich. Noch nicht einmal Messtoleranzen lassen
sich hier ablesen. Wie schon in Abschnitt 10.4 gesehen, benétigt die Auswertung mit den
Look-Up Tabellen (AMD64) keine messbare Zeit.

4,00
350 H X=3

’ B X=1e7
3,00

357 3,62
2,50
2,09 2,09

ASM Horner — AMD ASM Horner — Intel  Look-Up Table — AMD Look-Up Table — Intel

2,00

[ns]

1,50
1,00

0,50

0,00

Abbildung 23: Einfluss des Prozessor-Cache - Auswertestelle x konstant - Systemumge-
bung: 32Bit

Etwas anders sieht es in Abbildung 23 aus. Hier schwanken die Laufzeiten doch deutlicher.
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Die grofste Abweichung ist bei den Look-up Tabellen (AMD32) mit -12% zu sehen. Dicht
gefolgt von den Look-Up Tabellen (Intel) mit 7,1%.

Wenn bei der wiederholten Auswertung das Polynom an nur einer Stelle ausgewertet wird,
macht es bei der 64Bit Umgebung keinen Unterschied, wie grof x ist. Die Messwerte blei-
ben dieselben. Dagegen schwanken die Messwerte bei 32Bit Umgebungen doch deutlich.

Auswertestelle © variabel

6,00

B X=3

5,00 W X=1e7

4,00

3,00

[ns]

2,00

1,00 0,88

0,28 0,36

0,00
ASM Horner - AMD ASM Horner — Intel  Look-Up Table — AMD Look-Up Table — Intel

Abbildung 24: Einfluss des Prozessor-Cache - Auswertestelle x variabel - Systemumge-
bung: 64Bit

Bei Betrachtung der Abbildung 24 sieht man nicht sofort, dass die Grofe von x unter-
schiedlich ist. Bei den Look-Up Tabellen (AMD) ist die Auswertung mit einem grofen
Wert von x nur 0, 05ns langsamer. Dies entspricht aber einen Performanceverlust von 6%.
Noch drastischer verlieren die Look-Up (Intel). Thr Verlust betrigt 28,6%.
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4,00
3,50
3,00
2,50
2,00
1,50
1,00
0,50
0,00

B X=3
B X=1e7

[ns]

0,42 0,43

ASM Horner — AMD ASM Horner — Intel Look-Up Table — AMD Look-Up Table — Intel

Abbildung 25: Einfluss des Prozessor-Cache - Auswertestelle x variabel - Systemumge-
bung: 32Bit

Ein vollig anderes Bild ist in Abbildung 25 zu sehen. Hier sind die Look-Up Tabellen
(Intel) anndhernd konstant, wahrend auf der AMD Plattform die Laufzeit um 25,7% in
die Hohe schnellt.

Insgesamt zeigt sich hier ein gemischtes Bild: Einmal sind die Look-Up Tabellen von der
Grofe x nicht abhingig, obwohl x bei der Auswertung variiert, ein anderes Mal nicht.

10.6 Einfluss des Prozessor Architektur

Die bisher dargestellten Diagramme zeigen:

1. Die Algorithmen sind auf einer 64Bit Plattform langsamer als auf einer 32Bit Platt-
form.

2. Die Ausfiihrungsgeschwindigkeit der Algorithmen ist auf der Intel Plattform hoher
als auf der AMD Plattform.

Punkt 1 ist verstdndlich, da im 64Bit Mode doppelt so viele Bits verarbeitet werden miis-
sen als im 32Bit Mode. Der Vergleich zwischen der AMD und Intel Architektur ist etwas
unfair: Der AMD Prozessor wurde schon im Mai 2005 auf den Markt gebracht, wihrend
die Intel CPU erst im Januar 2007 auf den Markt kam. Daher ist auch verstindlich, warum
der Intel Prozessor diesen Vergleich fiir sich gewinnt.

11 Fehlerbetrachtung

Jede Messung ist fehlerbehaftet. Dieser Abschnitt beschreibt, wie man den mittleren Feh-
ler der Einzelmessung, die Standardabweichung bestimmt und gibt Auskunft iiber die
Messgenauigkeit der Zeitmessungen. Die lineare Regression ist aus [FR| ibernommen. Al-
lerdings habe ich mit N statt N — 1 bzw. N — 2 gerechnet, da mit N —1 und N — 2 der
Fehler iiberproportional ansteigt.

38



11.1 Standardabweichung

Wie in Abschnitt 9 auf Seite 22 wurden die Messungen N = 10 wiederholt. Somit kann
man den mittleren Fehler o bestimmen. Zunachst berechnet man das arithmetische Mittel
aus den Messwerten:

Die Varianz V berechnet sich mit:

:%gm—yl (24)

Die Standardabweichung o ergibt somit aus:

o=V (25)

11.2 Lineare Regression

Mittels der linearen Regression lassen sich die Parameter a und b der Funktion y = f(z) =
a+ bx so bestimmen, dass die Standardabweichung o, minimal wird. Die Standardabwei-
chung o, berechnet sich dabei wie folgt:

N
1
EZNZ i —a — bx;)? (26)

@ und b sind dabei die Mittelwerte der Parameter und berechnen sich wie folgt: Aus

o2 o2
R A
5 0 und 5 0 (27)
folgt das Gleichungssystem:
aN + bz] = [y]
28
afa] + o] = [ry) 25)
mit:
N N N
@ = "a W=Dy [w]=> zw (29)
i=0 i=0 i=0

Das Gleichungssystem 28 wird gelost durch:
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a = ([2"]ly] - [2][xy]/D) (30)

und

b= (Nlzy] - [2][y])/D (31)
mit der Determinante des Gleichungssystems
D = N[z?] — [2]” (32)

Die Standardfehler o und o der Mittelwerte @ und b werden wie folgt berechnet:

D D
2 == NU% (33)

2
O'y [$2] g

11.3 Fehlerabschatzung der Zeitmessung

Wie erwihnt erfolgt die Zeitmessung mittels der Funktion clock(). Dabei ist aufgefallen,
dass die Zeitangaben +10ms von den vorherbestimmten Wert abweicht. Daher wird der
Fehler der Zeitmessung auf +£10ms geschétzt.

12 Fazit und Ausblick

Ist BSHOUTY praxisrelevant? So lautete die eingangs aufgeworfene Frage. Zweifelsohne
ist BSHOUTY ein sehr pfiffige Methode, ein Polynom auszuwerten. Aber er leidet an der
beschrinkten Rechnengenauigkeit des Prozessors. Auch ist die Division nicht gerade die
schnellste Operation. Sie ist ausgesprochen langsam und bremst BSHOUTY aus. Immerhin
kann BSHOUTY gegen HORNER einen kleinen Achtungserfolg erringen, wenn der Grad
d=2,X¢e€{1---3} und p € {1---3} ist. Nur hier ist BSHOUTY schneller als HORNER.
Gegen die Look-Up Tabellen kann sowohl HORNER als auch BSHOUTY nicht gewinnen.
Der Speicherzugriff ist dafiir einfach so schnell. Aber warum BSHOUTY _ INTEL32 bei Grad
d = 0 doch schneller als ein Speicherzugriff ist, kann nur vermuten werden: Vielleicht ist
es doch nur ein Messfehler, der sich im Messverfahren oder in deren Implementierung
versteckt. Jedenfalls bleibt der praxisnahe Einsatz von BSHOUTY auf den hier getesteten
Prozessoren noch zweifelhaft.

In dieser Arbeit hat man auch gesehen, dass die Intel CPU bei der Division Optimierungen
durchfiihrt. Aber auch die aktuellen AMD Prozessoren, wie der Phenom [AMDO07-1], fiih-
ren Optimierungen am Divisionsbefehl durch. Hier wire es noch interessant gewesen, die
Laufzeiten der Algorithmen mit den aktuellen AMD Prozessoren zu testen. Aber warum
sollte man denn auf Standard Prozessoren BSHOUTY laufen lassen? Vielleicht ist BSHOU-
TY auf fiir ihn abgestimmte Prozessoren tatsdchlich schneller als HORNER und/oder als
die Look-Up Tabellen auf Standard CPUs?
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